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Tarea n◦2
Ejercicio 1 Un vector aleatorio X a valores en Rd se llama gaussiano si cada combinación lineal de
sus componentes sea de ley gaussiana. Denotamos T la transpuesta de matrices. Si X = (X1, . . . , Xd)T

es un vector gaussiano, se define :
m = (E [X1] , . . . ,E [Xd])T

Σ = E
[
(X − E [X])(X − E [X])T

]
Definimos la función caracteristica φX de X por φX(t) = E

[
eitT X

]
.

1. Mostrar que φX(t) = exp(itTm− tT Σt
2 ).

Entonces la ley de un vector gaussiano X es completamente determinado por m y Σ. Denotamos N (m,Σ)
esta ley.

2. Justificar esa frase.

3. SeaX ∼ N (m,Σ), A una matriz d′×d y b un vector de Rd′ . Mostrar que AX+b ∼ N (Am+b, AΣAT )

4. Sean i, j ∈ {1, . . . , d} con i 6= j, mostrar la equivalencia :

Xi y Xj son independientes ⇐⇒ Cov(Xi, Xj) = 0

Como reconocemos que los componentes de X son independientes en la matriz Σ?

Sea E un sub espacio lineal de Rd. Denotamos ΠE la proyección orthogonal sobre E.

5. Sea X ∼ N (m, Id) y una descomposición Rd = E1⊕ · · · ⊕Er ensub espacios orthogonales. Mostrar
que los vectores gaussianos ΠE1X, . . . ,ΠErX son independientes.

Ejercicio 2 Para una variable X tal que su función generatriz de momentos es finita, definimos KX(t) =
logMX(t) y su desarollo en serie de Taylor

KX(t) =
∞∑

n=1
kn(X) t

n

n!

1. Mostrar que si X y Y son dos variables independientes, entonces kn(X + Y ) = kn(X) + kn(Y ).

2. Expresar k1(X),k2(X) y k3(X) en función de los momentos de orden 1,2 y 3 de X.

Ejercicio 3 Sean Z1, Z2, . . . variables i.i.d. de densidad f . Supongamos que P (Zi > 0) = 1 y que
lim
x→0

f(x) = λ > 0. Sea
Xn = nmin{Z1, . . . , Zn}.

Mostrar que Xn
(d)→ X donde X tiene una distribución exponencial de parámetro que calcularemos.


