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Tareas y exdmenes

Fechas de Tareas: (se entregard en sesiones de ayudantia)

>
>
>
>
>

Tarea 1:
Tarea 2:
Tarea 3:
Tarea 4:
Tarea b5:

Inicio 5 septiembre — Entrega 16 septiembre
Inicio 19 septiembre — Entrega 30 septiembre
Inicio 3 octubre — Entrega 14 octubre

Inicio 17 octubre — Entrega 28 octubre

Inicio 31 octubre — Entrega 11 noviembre

Cuenta por 2/5 de la calificacién final.

Fechas de examenes:
» Examen 1: El viernes 30 de septiembre (3h) (co. 1/5)
» Examen final: El 2 de diciembre (4h) (co. 2/5)

Cuenta por 3/5 de la calificacién final.



Objectivos

1. Familiarizarse con conceptos de teoria de probabilidad de
relevancia directa para la formulacién de modelos esdadisticos
y el manejo de propiedades elementales de métodos
estadisticos.

2. Estudiar los llamados métodos de estadistica descriptiva
(numéricos y gréficos) a la luz de dichos conceptos
probabilisticos.

3. Adiestrarse en el entendimiento y manipulacién de
herramientas matematicas para inferencia.

4. Estudiar propiedades matematicas primordiales de estimadores
clasicos.

5. Conocer algunas clases de modelos estadisticos de uso general.



1.Preliminares

1.1.Repasos de probabilidad
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1.1.1. Espacio de probabilidad
Medidas

» Es una funcién

Se ti d
i CP(Q) - [0; +00]. e tiene que dar un peso no

negativo a A (por ejemplo).

» Aditiva: Si AN B = (), entonces E’K
(AU B) = pu(A) + u(B)

)
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1.1.1. Espacio de probabilidad

Medidas
» Es una funcién .
5 O ' Se tiene que dar un peso no
pi CP(Q) = [0; +od]. negativo a A (por ejemplo).

,_ = / \\
/ @)‘

» Numerablemente aditiva: Si @
(An)nen son conjuntos —
disjuntos tq A =, An,
tenemos M(A) > 0.
_ ZM(An) Que falta definir?
neN

El conjunto X!
Eso implica u(0) =0
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1.1.1. Espacio de probabilidad

El conjunto X debe de ser una o-algebra.
> Qel,
> AcYy — A€l
> ABeYy — AUBeL,
» (Ap)heX = U,AneX
Vocabulario:
> u es finita si p(Q) < +oo,
> p es o-finita si 3(Sp)n € X tq Vi, u(Sp) < 400y U, Sn = Q,
» 1 es una medida de probabilidad si u(Q2) = 1.
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Ejemplos:

» En Q =R, podemos definir u([a, b]) = b — a.
Ejercicio: Probar que i es una medida. Que es X en este
caso?

» Si uno pone puntos sobre la linea real.

a b

Podemos definir
u([a, b]) = #nimero de puntos en el intervalo [a, b].
Ejercicio: Probar que i es una medida.
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1.1.1. Espacio de probabilidad

Variables aleatorias

Una variable aleatoria a valores reales es una funcién X : 2 — R
medible entre los espacios de probabilidad

(Q,%,u) — (R,B,P)

Donde €2, %, p1, P son libres y R, B son fijos.
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1.1.1. Espacio de probabilidad

Variables aleatorias

Una variable aleatoria a valores reales es una funciéon X : Q — R
medible entre los espacios de probabilidad

(Q,%,u) — (R,B,P)

» Medible significa : VB € B,X"1(B) € ©
» El conjunto B son los borelianos (que son?) de R.

Para w € Q, X(w) se llama realizacion de la variable aleatoria X.
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Ejemplo:
Definimos la funcién

X : [0,1]

w

— {0,1}

— ]lw>%
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P({0}) = P({1}) = 1/2 tiene el nombre de una variables de
Bernoulli denotado B(1/2).
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Ejemplo:
Definimos la funcién

X : [0,1] — {o0,1}

w — ]lw>%

» Entre los espacios ([0, 1], B,Leb) y ({0,1}, B, P) tal que
P({0}) = P({1}) = 1/2 tiene el nombre de una variables de
Bernoulli denotado B(1/2).
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Q([a,b]) =2(bA 3 — a A 1) tiene el nombre de la variable
constante igual a 0.



1.1.1. Espacio de probabilidad

Ejemplo:
Definimos la funcién

X : [0,1] — {o0,1}

w — ]lw>%

» Entre los espacios ([0, 1], B,Leb) y ({0,1}, B, P) tal que
P({0}) = P({1}) = 1/2 tiene el nombre de una variables de
Bernoulli denotado B(1/2).

» Entre los espacios ([0,1], B, Q) y ({0,1}, B, P) tal que
Q([a,b]) =2(bA 3 — a A 1) tiene el nombre de la variable
constante igual a 0.

Todos los elementos de la definicién son importantes!
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1.1.1. Espacio de probabilidad

Definimos la notacién muy commun {X € A}.
Lo llamamos evento de la variable aleatoria X. Por definicién es
{w € Q: X(w) € A} o igualmente X "1(A). Es un elemento de ¥.

Podemos calcular su probabilidad!
Entonces la escritura P (X € A) significa u(X~1(A))

Igualmente, podemos dar un sentido a las escrituras
Pla< X <b),P(X<t),P(X¢&A)
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Funcién de distribucién

Sea X una v.a. Para todo t € R, (—o0, t] es un intervalo y
entonces es un elemento medible. Denotamos Fx(t) = P (X < t)
la funcion de distribucion de X.
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Funcién de distribucién

Sea X una v.a. Para todo t € R, (—o0, t] es un intervalo y
entonces es un elemento medible. Denotamos Fx(t) = P (X < t)
la funcion de distribucion de X.

(NI

La funcién de distribucién una Bernoulli(1/2).
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1.1.1. Espacio de probabilidad

La funcidén de distribucién satisface las propiedades siguientes
Proposicion
Para una variable aleatoria real X,

1. la funcion Fx es no-decreciente.

2. la funcion Fx tiene limites

lim Fx(t) =0 lim Fx(t) =1

t——00 t—+o0

3. la funcién Fx es continua a la derecha.
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1.1.1. Espacio de probabilidad

Densidad
Se dice que una variable X tiene una densidad fx si Va, b € R,

b
P(Xe[a,b]):/ e (x)dx

Cuidado! Hay variables aleatorias que no tienen una funcién
densidad.

Ejemplo: B(1/2) no tiene densidad!

Ejemplo: La funcién f : R — R tq f(x) = L 1j(x) es una funcién
de densidad asociada a la variable denotada U([0, 1]) y dada por

X . [0,1] — [0,1]
w — w

de ([0,1], B, Leb) hasta ([0, 1], B, Leb).
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Proposicion

Una funcién de densidad debe de cumplir
> fx:R— R,.
> fjoooo fx(x)dx = 1.
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Proposicion
Una funcién de densidad debe de cumplir
> fX R — R+.
> fj;o fx(x)dx = 1.
Px
La medida de probabilidad del espacio (R, B, P) se denota Px y
vale por definicién

VB € B, Px(B) = n(X~Y(B)).

Se llama ley de probabilidad de la v.a. X.
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Notacién:

La determinacién de Px,Fx o fx es suficiente para caracterizar
completamente la variable aleatoria X. Usamos la notacién ~ para
decir " X tiene la distribucién ...”. Usaremos indistintamente

X ~ Px
X ~ Fx
X ~ fx

o otras nociones no ambiguas como X ~ B(p).
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1.1.1. Espacio de probabilidad

Notacién:

La determinacién de Px,Fx o fx es suficiente para caracterizar
completamente la variable aleatoria X. Usamos la notacién ~ para
decir " X tiene la distribucién ...”. Usaremos indistintamente

X ~ Px
X ~ Fx
X ~ fx

o otras nociones no ambiguas como X ~ B(p).
Deben de conocer:

B(p). B(n,p). P(A), £(A), N(n,0?), U([a, b]), Rad(p), G(p),
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Cuantiles
La funcién Fx es una funcidén no-decreciente lo que permite definir
la pseudo-inversa

F)?l(u) =inf{t e R: Fx(t) > u}

para u € [0,1]. La cantidad Fy'(u) se llama cuantile de orden u.
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La funcién Fx es una funcidén no-decreciente lo que permite definir

la pseudo-inversa
F)?l(u) =inf{t e R: Fx(t) > u}

para u € [0,1]. La cantidad Fy'(u) se llama cuantile de orden u.
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superficie debajo de la curva de fx contenga una probabilidad igual
au.
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Interpretacién en caso de densidad

El cuantile t de orden u es el punto del eje de abscisa tal que la
superficie debajo de la curva de fx contenga una probabilidad igual
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t=Fy'(u)
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Interpretacién en caso de densidad

El cuantile t de orden u es el punto del eje de abscisa tal que la
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» Cuando u = % ou= %, el cuantile se llama cuartile.
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Valores esperados
Las medidas de probabilidad son medidas particulares — hay una
nocién de [y de integrabilidad.

» Para una funcién f integrable al respecto de una probabilidad
P, se denota

Ep [f] := /fdP.

En general, cuando no hay ambiguidad, solo se nota E [f].

» Enelcaso f =idy P = Px, se nota

EM:AW&M.

y se llama esperanza de la variable aleatoria X.
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1.1.2. Calculo con medidas de probabilidad

Valores esperados
Las medidas de probabilidad son medidas particulares — hay una
nocién de [y de integrabilidad.

» Cuando X es una variable de densidad fx,
E[X] = /R s (x)dx.
> Si f(x) = (x — E[X])?,
BIX X)) = [ (x—EXDh(x)dx

se llama varianza de X y se denota Var (X).

Cuidado: No siempre existen E [X] y Var (X)! En general, hay que
probar que esas cantidades existen antes de calcularlas.



1.1.2. Calculo con medidas de probabilidad
Ejemplos:

» Valor esperado de X ~ U([2,9]).

X tiene la densidad fx(x) = 1p,91(x) x 1
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1.1.2. Calculo con medidas de probabilidad
Ejemplos:

» Valor esperado de X ~ U([2,9]).
X tiene la densidad fx(x) = 1p,91(x) x 1

1 9 x
E[X] = /RXI[[ZQ](X) X 7dX:/2 ?dx
[x2]9 81—4 77 11

14 14 14 2

» Valor esperado de X ~ G(p).

E[X] = / xdPx(x) = iqkflpk

Z (k+1)=pS
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1.1.2. Calculo con medidas de probabilidad

Ejemplos:

» Valor esperado de X ~ G(p).
Sea S=>0°,q(k+1)y h(x) = >3, g"x* definida sobre

[0,g71). Claramente, h(x) = 1_1Xq y
kak 1 _k Z 1)xk gkt
k=1 k=0
y h'(1) = gS. Por otro lado,
-1
H(x) = —q = 9

(I1-xq9)? (1-—xq)*

lo que implica H'(1) = % yS
Finalmente, E [X] = pS = %

|~

T I=g
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Algunas propiedades:
El valor esperado E [X] se define como una integral al respecto de
una medida. Lo que permite afirmar sin prueba:

1. El valor esperado es lineal : E[aX + bY] = aE [X] + bE[Y].
Si X > 0 entonces E [X] > 0.

Monotonicidad: Si 0 < X, T X entonces E [X,] T E [X].
Fatou: Si X, >0, E [liminf X,] < liminf E[X,].
Convergencia dominada: Si Vn, |X,(w)| < V(w) con

E[V] < o0y Xp(w) = X(w), entonces

AN

E[X,] — E[X].

6. Jensen: Sea ¢ : R — R una funcién convexa tq
E [¢(X)] < oo, entonces

P(E[X]) < E[o(X)].
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Notacion E [g(X)]
Segln la definicidn, se puede dar un sentido a la notacién

E[g(X)] :== [ g(x)dPx(x).
> Si X tiene densidad fx, E[g(X)] = [ g(x)fx(x)dx
> Si X es discreta sobre X, E[g(X)] = >, cx 8(X)P (X = x).
Cuidado: Es posible que E [g(X)] no tenga sentido!
(Integrabilidad!).
Ejemplos:
» Para g(x) = 1a(x), tenemos E [g(X)] =P (X € A).
> Si g es acotada por una funcidén G integrable tq G x fx es
integrable, entonces E [g(X)] tiene sentido y
Eg(X)] <E[G(X)].
» En particular si Vx, g(x) < M, E[g(X)] existe y
Elg(X)] <M.
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1.1.2. Calculo con medidas de probabilidad

Independencia

» Se dice que dos eventos A y B son independientes si
P(ANB)=P(A)P(B).

» Se dice que dos variables aleatorias X y Y son independientes
siVa,b,c,d € R cona<byc<d, los dos eventos
{X €la,b]} y{Y € [c,d]} son independientes.

La intuicién es que dos eventos independientes no tienen efecto
uno sobre el otro. Como consecuencia, es suficiente de conocer la
probabilidad de Ay B calcular la probabilidad del evento "Ay B".
Eso permite de calcular la probabilidad de eventos complejos que
involucran a muchas variables aleatorias independientes.




1.1.2. Calculo con medidas de probabilidad

Proposicion
Sean X y Y dos variables independientes. Sean f y g dos
funciones a valores reales y medibles entonces,

E[f(X)g(Y)] = E[f(X)]E[g(Y)].



1.1.2. Calculo con medidas de probabilidad

Proposicion
Sean X y Y dos variables independientes. Sean f y g dos
funciones a valores reales y medibles entonces,

E[f(X)g(Y)] = E[f(X)]E[g(Y)].

Prueba.

Ver un curso de teoria de la medida. (Tomar aproximaciones de
funciones f, =) a;l}).



1.1.2. Calculo con medidas de probabilidad

Proposicion
Sean X y Y dos variables independientes. Sean f y g dos
funciones a valores reales y medibles entonces,

E[f(X)g(Y)] = E[f(X)]E[g(Y)].

Prueba.
Ver un curso de teoria de la medida. (Tomar aproximaciones de
funciones f, =) a;l}). O

Comentario: En efecto es una caracterizacién de la independencia
— un "si y solo si”.
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1.1.2. Calculo con medidas de probabilidad
Desigualdad de Markov

Proposicién
Sea X una variable aleatoria real y g : R — R’ creciente tq
E [g(X)] < co. Entonces,

Elg(X)]
P(X>t)< 2(t)

Prueba.
La funcién g siendo creciente P (X > t) =P (g(X) > g(t)) vy
E[g(X)] = E [g(X)Lg0)2g(0)] +E [8(X)Lgx)<g(1)]
E [g(t)Lg(x)24(0)]
g(t)P (g(X) < g(t))
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Ejemplos:

» Sig=idysean Xy Y dos variables positivas y
independientes, entonces

_EXY] _EXIE[Y]

P(XY > 1)< =7 .




1.1.2. Calculo con medidas de probabilidad
Ejemplos:

» Sig=idysean Xy Y dos variables positivas y
independientes, entonces

_EXY] _EXE[Y]

P(XY > 1)< =7 .

» Si g(x) = x? y que consideramos la variable aleatoria
(X —E[X]],

P(X—E[X]| > t) = F((X ~E[X]}? > )
_E[(X -~ E[X])]
< %)
~ Var(X)
==

Esa desigualdad se llama desigualdad de Chebyshev.
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1.1.2. Calculo con medidas de probabilidad

Variables i.i.d.
Sean Xi,..., X, una coleccién de variables aleatorias. Se dice que
X1,..., X, son i.id. siVi,j

» Xy X; son independientes.

» X;y X; tienen la misma distribucién.
Diferencia > ecy > ¢
Nos preguntamos de la diferencia entre P (X > ¢€) y P(X > ¢).
Vimos que en el caso discreto en general P(X > ¢€) #P(X > ¢)
(pensar en la funcién de distribucién de la B(1/2)).
iEs el tnico caso!

Proposicion
Sea X una variable aleatoria con densidad fx. Entonces, Ve,
P(X >e€)=P(X >¢)
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Prueba.
Eso viene del hecho que el valor del integral f:oo fx(x)dx no toma

en cuenta si el intervalo [¢,00) o (€,00) sea abierto o cerrado en

€. L]
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Prueba.

Eso viene del hecho que el valor del integral f:oo fx(x)dx no toma
en cuenta si el intervalo [¢,00) o (€,00) sea abierto o cerrado en
€.

Comentario: Todas la otras probabilidades/esperanzas con
desigualdades < o > son iguales a las mismas
probabilidades/esperanzas reemplazando < por >y > por <.

O



1.1.3. Herramientas de probabilidad para caracterizacién
de distribuciones en R

Por el momento, sabemos que se puede describir una variable
aleatoria con

» Su definicién X : (2, X, 1) — (R, B, Px),
» Su funcién Fx : R — [0,1],
> Su ley Px,

» Cuando existe, su densidad fx.
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1.1.3. Herramientas de probabilidad para caracterizacién
de distribuciones en R

Por el momento, sabemos que se puede describir una variable
aleatoria con

» Su definicién X : (2, X, 1) — (R, B, Px),
» Su funcién Fx : R — [0,1],

> Su ley Px,

» Cuando existe, su densidad fx.

Problema: Encontrar mas herramientas que pueden caracterizar la
distribucién de X.

Por ejemplo, conocer X es suficiente para poder calcular E [g(X)]
para cualquier funciéon g medible.

i Que podemos decir de la reciproca?

i Cuando el conocimiento de E [g(X)] para una coleccién de g es
suficiente para recuperar la distribucién de X7



1.1.3. Herramientas de probabilidad para caracterizacién
de distribuciones en R

Funcion Fx

En el caso de la clase de funciones G = {g¢(x) = Lx<¢: t € R},
tenemos que Vg; € G, E [g¢(X)] = E[1x<:] =P (X < t) = Fx(t).
Como ya sabemos que Fx caracteriza la variable X, sabemos que
la clase de funciones G caracteriza X.
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En el caso de la clase de funciones G = {g¢(x) = Lx<¢: t € R},
tenemos que Vg; € G, E [g¢(X)] = E[1x<:] =P (X < t) = Fx(t).
Como ya sabemos que Fx caracteriza la variable X, sabemos que
la clase de funciones G caracteriza X.

Momentos

Sea G ={x— xP:pe{l,2,...}}. Para una funcién g(x) = xP,
su valor esperado E [g(X)] = E [XP] se llama momento de orden p
de X.

jCuidado! Para algunas variables aleatorias los momentos
caracterizan la variable y para algunas otras no...



1.1.3. Herramientas de probabilidad para caracterizacién
de distribuciones en R

Funcion Fx

En el caso de la clase de funciones G = {g¢(x) = Lx<¢: t € R},
tenemos que Vg; € G, E [g¢(X)] = E[1x<:] =P (X < t) = Fx(t).
Como ya sabemos que Fx caracteriza la variable X, sabemos que
la clase de funciones G caracteriza X.

Momentos

Sea G ={x— xP:pe{l,2,...}}. Para una funcién g(x) = xP,
su valor esperado E [g(X)] = E [XP] se llama momento de orden p
de X.

jCuidado! Para algunas variables aleatorias los momentos
caracterizan la variable y para algunas otras no...

Entonces, hay teoremas!
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m
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es de radio de convergencia R > 0. Entonces P es completamente
definida por sus momentos.
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1.1.3. Herramientas de probabilidad para caracterizacién
de distribuciones en R

Teorema
Sea P una medida de probabilidad en R, tal que Vp > 1,
mp = [p xPdP(x) existe. Supongamos que

m
Z— E —fzp
p>1 P

es de radio de convergencia R > 0. Entonces P es completamente
definida por sus momentos.

Ejemplo: Los momentos de una variable gaussiana N(0, 0?)
cumplen m,1 = no’m,_; lo que proba que

(mpi1/(n+ 1)) /(mp_1/(n—1)1) = ¢?/(n+1) — 0 y entonces la
serie tiene un radio de convergencia R = +o0.
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Teorema
Sea P una medida de probabilidad en R, tal que Vp > 1,
mp = [p xPdP(x) existe. Supongamos que

m
Z— E —fzp
p>1 P

es de radio de convergencia R > 0. Entonces P es completamente
definida por sus momentos.

Ejemplo: Los momentos de una variable gaussiana N(0, 0?)
cumplen m,1 = no’m,_; lo que proba que
(mpg1/(n+1))/(mp_1/(n—1)!) = 62/(n+1) — 0 y entonces la
serie tiene un radio de convergencia R = +o0o. Una variable
gaussiana es unicamente definida por sus momentos.



1.1.3. Herramientas de probabilidad para caracterizacién
de distribuciones en R
Ejemplo:
» La distribucién I' de densidad sobre R dada por

Xs—le—x

r(s)

satisface los supuestos del teorema

X =



1.1.3. Herramientas de probabilidad para caracterizacién
de distribuciones en R
Ejemplo:
» La distribucién I' de densidad sobre R dada por

Xs—le—x

r(s)

satisface los supuestos del teorema — Una variable I es
caracterizada por sus momentos.

X =



1.1.3. Herramientas de probabilidad para caracterizacién
de distribuciones en R
Ejemplo:
» La distribucién I' de densidad sobre R dada por

Xs—le—x

r(s)

satisface los supuestos del teorema — Una variable I es
caracterizada por sus momentos.

X =

» Si se sabe que X ~ N(u, 02) desconocidos, los momentos de
orden 1 y 2 son suficientes para caracterizar X.



1.1.3. Herramientas de probabilidad para caracterizacién
de distribuciones en R
Ejemplo:
» La distribucién I' de densidad sobre R dada por

Xs—le—x

T

satisface los supuestos del teorema — Una variable I es
caracterizada por sus momentos.

» Si se sabe que X ~ N(u, 02) desconocidos, los momentos de
orden 1 y 2 son suficientes para caracterizar X.
Concretamente, E[X] = py 02 = Var(X) = E [X?] — 12,



1.1.3. Herramientas de probabilidad para caracterizacién
de distribuciones en R
Ejemplo:
» La distribucién I' de densidad sobre R dada por

Xs—le—x

r(s)

satisface los supuestos del teorema — Una variable I es
caracterizada por sus momentos.

X =

» Si se sabe que X ~ N(u, 02) desconocidos, los momentos de
orden 1 y 2 son suficientes para caracterizar X.
Concretamente, E[X] = py 02 = Var(X) = E [X?] — 12,

» Pero por ejemplo si N ~ N(0,1), N3 o exp(N) no se
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1.1.3. Herramientas de probabilidad para caracterizacién
de distribuciones en R
Ejemplo:
» La distribucién I' de densidad sobre R dada por

Xs—le—x

r(s)

satisface los supuestos del teorema — Una variable I es
caracterizada por sus momentos.

X =

» Si se sabe que X ~ N(u, 02) desconocidos, los momentos de
orden 1 y 2 son suficientes para caracterizar X.
Concretamente, E[X] = py 02 = Var(X) = E [X?] — 12,

» Pero por ejemplo si N ~ N(0,1), N3 o exp(N) no se
caracterizan por sus momentos.

Comentario: Vamos a ver una técnica genérica para crear
estimadores basada sobre el calculo de momentos. — Método de
los momentos.
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de distribuciones en R
Funcién generatriz de momentos
Sea G = {x > e™: XA € Ry}. Para g(x) = e,
E[g(X)] =E [*].
jCuidado! De nuevo esa cantidad puede ser infinita en cual caso lo
siguiente no tiene sentido.
Cuando N e R, Yy E [e’\X] < 400, uno define la funcién

MX : R+ — Rj_
A = E[eM]

Proposicion
La funcion Mx caracteriza la distribucion de X.

Proposicién (mas general)

Supongamos que existe Ao € R’ tq V[0, \g), E [eAX] < 40
entonce la funcién Myx definida sobre [0, \o) caracteriza X.



1.1.3. Herramientas de probabilidad para caracterizacién
de distribuciones en R

Ejercicio: Mostrar que si E [erX] < 400 para un g € R implica
que V[0, Ag), E [eM] < +o0.



1.1.3. Herramientas de probabilidad para caracterizacién
de distribuciones en R

Ejercicio: Mostrar que si E [e’\ox] < 400 para un g € R implica
que V[0, Ag), E [eM] < +o0.

En general si Mx existe, el teorema de convergencia dominada
implica que Mx es derivable y



1.1.3. Herramientas de probabilidad para caracterizacién
de distribuciones en R

Ejercicio: Mostrar que si E [e’\ox] < 400 para un g € R implica
que V[0, Ag), E [eM] < +o0.

En general si Mx existe, el teorema de convergencia dominada
implica que Mx es derivable y

Mi(\) = E [XeAX}



1.1.3. Herramientas de probabilidad para caracterizacién
de distribuciones en R

Ejercicio: Mostrar que si E [e/\ox] < 400 para un g € R implica

que V[0, Ag), E [eM] < +o0.

En general si Mx existe, el teorema de convergencia dominada
implica que Mx es derivable y

Mi(\) = E [XeAX}

lo que permite ver que M} (0) = E [X].



1.1.3. Herramientas de probabilidad para caracterizacién
de distribuciones en R

Ejercicio: Mostrar que si E [e/\ox] < 400 para un g € R implica
que V[0, Ag), E [eM] < +o0.

En general si Mx existe, el teorema de convergencia dominada
implica que Mx es derivable y

Mi(\) = E [XeAX}

lo que permite ver que M} (0) = E[X]. De la misma manera
I\/l)(f)()\) = E [XPe*X] y entonces M)(f)(O) =E[X"].



1.1.3. Herramientas de probabilidad para caracterizacién
de distribuciones en R

Ejercicio: Mostrar que si E [e/\ox] < 400 para un g € R implica
que V[0, Ag), E [eM] < +o0.

En general si Mx existe, el teorema de convergencia dominada
implica que Mx es derivable y

Mi(\) = E [XeAX}

lo que permite ver que M} (0) = E[X]. De la misma manera
I\/l)(f)()\) = E [XPe*X] y entonces M)(f)(O) =E[X"].

Generatriz de momentos!
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1.1.3. Herramientas de probabilidad para caracterizacién
de distribuciones en R

Funcidn caracteristica
Sea G = {x e'itx .t € R}. Para g(x) = eltx.
Elg(X)]=E [e:tx]'

Una exponencial compleja tiene médulo 1: |e™| = 1 <— integrable,
entonces VtR, E [e’tx] existe y estd en C.

La funcidn

C

ox : R —
t > E[e]
X.

se llama funcién caracteristica de
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Proposicion
Sea X una variable aleatoria real y ¢x su funcion caracteristica,
entonces

L ¢x(0) =1,
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Proposicion

Sea X una variable aleatoria real y ¢x su funcion caracteristica,
entonces

¢x(0) =1,

[ex(t) <1,

t — ¢x(t) es continua sobre R,

dax+b(t) = €Pox(at),
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1.1.3. Herramientas de probabilidad para caracterizacién
de distribuciones en R

Enunciamos algunas propiedades directas de la funcién
caracteristica.

Proposicion

Sea X una variable aleatoria real y ¢x su funcion caracteristica,
entonces

1.

AR

¢x(0) =1,

[ex(t) <1,

t — ¢x(t) es continua sobre R,

dax+b(t) = €Pox(at),

Siparap e N, E[|X|P] < o0,

o) =E[(iX)Pe™]  y  ¢{P(0) = iPE [XP].

Prueba.
Se usan los teoremas cldsicos de analisis. OJ



1.1.3. Herramientas de probabilidad para caracterizacién
de distribuciones en R

Proposicion

Dos variables X y Y son de misma distribucién si y solo si

VteR, o¢x(t) = oy(t).



1.1.3. Herramientas de probabilidad para caracterizacién
de distribuciones en R

Proposicion
Dos variables X y Y son de misma distribucién si y solo si

VteR, o¢x(t) = oy(t).

Prueba.
Es una consecuencia del teorema de inversion de Fourier. De hecho

ox(t) = fx(~1). O



1.1.3. Herramientas de probabilidad para caracterizacién
de distribuciones en R

Proposicion
Dos variables X y Y son de misma distribucién si y solo si

VteR, o¢x(t) = oy(t).

Prueba.
Es una consecuencia del teorema de inversion de Fourier. De hecho
(ﬁx(t) = fx(—t). ]

Proposicion
Sean X y Y dos variables aleatorias independientes. Entonces,
vVt € R,

dx+y(t) = ox(t)oy(t).
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Prueba.
Sea t € R,

dxsy(t) =E |:eit(X+Y):| - F |:eitXeitY:|

—E[™]E [e™] = ox(6)ov (t).
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Prueba.
Sea t € R,

dxsy(t) =E |:eit(X+Y):| - F |:eitXeitY:|

—E[™]E [e™] = ox(6)ov (t).

0'2 t2

Ejemplo: Sea X ~ N(u,02), entonces px(t) = e "2 .
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Prueba.
Sea t € R,

Px+y(t) =E [e"t(Xer)} =E [eitxeity]
—E [e"fx} E [e"fY] — ox(D)dy ().
L]
Ejemplo: Sea X ~ A(u, 02), entonces ¢x(t) = ™™~ %2 . Para ver

eso, empezamos viendo que X y oN + u donde N ~ N(0,1)
tienen la misma distribucién. Entonces, por la Proposicién,

ox(t) = ey (ot),

y entonces es suficiente calcular ¢y.
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de distribuciones en R

Prueba.
Sea t € R,

b= [0 - [5
—E[™]E [e™] = ox(6)ov (t).

O

. 5242
Ejemplo: Sea X ~ A(u, 02), entonces ¢x(t) = ™™~ %2 . Para ver
eso, empezamos viendo que X y oN + u donde N ~ N(0,1)
tienen la misma distribucién. Entonces, por la Proposicién,

ox(t) = e™pn(ot),

y entonces es suficiente calcular ¢p. La densidad fy de N es
simétrica, por lo tanto Vt € R, ¢pn(t) = dn(—t).
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Ademas,
t + eltx+e ltx
one) = LD _ [ e22E Th )e
R
2
/cos T 2dz
R

lo que asegura que ¢p/(t) es real.
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de distribuciones en R
Ademas,

on(t) + on(=t) / e e ™ fa (x)dx
R

on(t) = 5 = >

1 2
= | cos(tx e 2dz
[ o) =
lo que asegura que ¢p(t) es real. Derivando bajo la integral y
usando la integral por partes,

S (t) = /Rsin(tz)

2
_Z_
e 2dz

V2r
= —/thoS(tZ)\/;—ﬁe_Z:dZ: —ton(t).
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p(t) = e~ /2 + C, pero $(0) = 1 por lo tanto C = 0.
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de distribuciones en R
Ademas,

on(t) = on(t) + on(—t) _ /R oitx _|_2€itx

2
1 x2d
= cos(tx e 2dz
/IR ( )\/27r

lo que asegura que ¢p(t) es real. Derivando bajo la integral y
usando la integral por partes,

S (t) = /Rsin(tz)

fn(x)dx

2
_Z_
e 2dz

V2r
= —/thoS(tZ)\/;—ﬁe_Z;dZ: —ton(t).

Esta ecuacién diferencial sencilla tiene como familia de soluciones
2 .

(b(t) = e*t /2 + C, pero ¢(0) =1 por lo tanto C = 0. Flnalmente,

la dnica solucién es ¢p(t) = e~ t/2
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Caracterizacion con funciones de prueba

El conjunto G = {g : R — R : g es lipschitz y acotada} es también
un conjunto de caracterizacién de la distribucién de X. Se usa en
el Lema de Portmanteau de caracterizacién de la convergencia en
distribucién.
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1.1.3. Herramientas de probabilidad para caracterizacién
de distribuciones en R

Caracterizacion con funciones de prueba

El conjunto G = {g : R — R : g es lipschitz y acotada} es también
un conjunto de caracterizacién de la distribucién de X. Se usa en
el Lema de Portmanteau de caracterizacién de la convergencia en
distribucién.

Localizacién, dispersion, simetria
Hay tres cantidades importantes para describir una distribucién
cualitativamente.

» E [X] mide la localizacién de la distribucién.
» Var (X) mide la dispersion
> E [(X — E[X])*] mide la simetria.
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de distribuciones en R
La imagen que sirve a interpretar esas cantidades es

o | 41
E[(X —E[X])’]

0\

Var(X) 2

N

E[X]

|
|
|
| Kurtosis
|
|
|

A veces se habla de Kurtosis dado por
_E[(X-E[X])*]

K 2
Var (X)
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de distribuciones en R
La imagen que sirve a interpretar esas cantidades es

0 41
E[(X —E[X])’]

0\

|
Var(X) I
|
| Kurtosis
|
|
|

A veces se habla de Kurtosis dado por
o E[X-EDX)]
Var (X)?
Es una medida de la concentracién de X o del aplastamiento de
las colas de |a distribucidn de X.




1.Preliminares

1.2.Vectores aleatorios



1.2.1. Espacios productos

Basado en las definiciones de variables aleatorias reales vamos a
definir vectores aleatorios. Consideramos los espacios vectoriales E
de dimensidn finita n. Por el teorema de existencia de base, todos
los espacios vectoriales estdn en biyeccion con R”. Por esa razén,
hacemos toda la teoria unicamente por £ = R".

o-algebra producto

Sean B; y B, dos o-algebras sobre R. j Como definir a partir de B
y B> una o-algebra sobre R??

Idea: Considerar C ={By x By : B € B1 y By € By}.

— C no es una o-algebral



1.2.1. Espacios productos

En efecto, si [a,b] € By y [c, d] € By entonces el conjunto
([a, b] % [c, d])€ representado:

Va / / /
6 / / / // // /
/ / / / Y4 / P
/ / / 4 /
/ /

/
/ /
’ / S/ / p )
/ /
_ / /

/ /
/ /
/// //
/
/ g /
/ /
/ / 4 /
-- L /

/ / / 4
/ / S /
/ / /
1 / / 1/
0 ! VSRR G4
) 0 2 4 6 /e /w 12
/ // b / /
/ / / / /
/ / / / / / /

no se representa de la forma By x B!
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1.2.1. Espacios productos

Finalmente, uno denota B = ¢(C) la o-algebra minima que
contiene C. (i.e. es la interseccién de todas las o-algebras con
contienen C).

En R?, denotamos el ensemble de los borelianos 132.
Ejercicio: Para divertirse, demostrar que B2 = o(B x B).

Medidas productos

Ya vimos que las medidas P sobre R son unicamente definidas por
los valores de P([a, b]).
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Finalmente, uno denota B = ¢(C) la o-algebra minima que
contiene C. (i.e. es la interseccién de todas las o-algebras con
contienen C).

En R?, denotamos el ensemble de los borelianos 132.
Ejercicio: Para divertirse, demostrar que B2 = o(B x B).

Medidas productos

Ya vimos que las medidas P sobre R son unicamente definidas por
los valores de P([a, b]).

De la misma manera, las medidas de R? son unicamente definidas
sobre los conjuntos de la forma [a, b] x [c, d].

Proposicién

Una medida p sobre un espacio medible (2, X) es completamente
definida por los valores ;1(C) donde C € C, un w-system que
genera Y.

Un m-systemestq A, BeC — ANBeC(.
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1.2.1. Espacios productos

Prueba.
Ver un curso de medida (o el Williams) O

Sean dos medidas u3 y pp de R. Para cada a, b, ¢, d, definimos
u(la, b] x [c, d]) = pa([a, b])p2([c, d])
que se nota = 1 ® pp y se llama medida producto de 1 y po.

Espacio producto: El espacio (R?, B2, i) se llama espacio producto
de (R) Ba Ml) y (Rv Ba MZ)

Pregunta-Ejercicio: Pensar en la diferencia/relacién entre espacio
producto y variables independientes.
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P> Las medidas que se escriben
wu([a, b] x [c,d]) = vi([a, b])v2([c, d]) se llaman medidas
productos.

» Las medidas productos son un conjunto de las medidas de R?.
En efecto, es suficiente de verificar los tres axiomas de
definicion.

» La funcién
Fx,y(x,¥) = E [L(Zooxjx(—ooy]] = P(X < x, Y <y) se
llama funcion de distribucion multivariada.

» Se puede recuperar las medidas originales p1 y p2 tomando,
por ejemplo, los conjuntos [a, b] x R.

Se puede generalizar para cualquier medida — Marginales.
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Marginales
Es una descripcién de la medida a través de la medida sobre cada
componente del espacio global.

» Sea 1 una medida finita sobre (R?, B2). Para cada B € B
(borelianos de R) la aplicacién

B+ u(B x R)

define una medida de (R, B) que llamamos marginal de p en
la primera componente/coordenada. La denotamos

11(B) = (B x R).
» lgualmente, definimos p2(B) = u(R x B).
» Cuando p es una medida de probabilidad producto,

Va, b, p1([a, b]) = p([a, b] xR) = pa([a, b)) u2(R) = pa([a, b])

y la notacién es consistente.
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Es directo de tener

Proposicion
Las marginales de una medida de probabilidad son probabilidades.

Prueba.
Se puede verificar los axiomas de medida sobre u1(B) = u(B x R)
y p1(R) = p(R x R) =1. O

Calculos de marginales

P> En el caso general, 1 es completamente caracterizada por los
valores p([a, b] x R) para cada a, b.

» Si 4 tiene una densidad f, VB € B2,

w(B) = / f(x, y)dxdy (por definicién)
B
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» Entonces Va,btq a < b,
ni([a, B]) = pu([a, b] x R)
:/ f(x,y)dxdy
[a,b]

Fubini / b( /]R F(.y)dy ) di

= /ab g(x)dx

donde g(x) = [ f(x,y)dy. Entonces p; tiene densidad dada
por g(x).
» De la misma manera, > tiene la densidad dada por

h(y) :/Rf(x,y)dx.
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Espacios (R", B", Px)
Las definiciones que vimos en dimensién 2 se generalizan en
dimensién n.
> R"=Rx---xR.
~—_——
nveces
> B"=0({By x---x B, : Vi, B € B}).

> Px es la distribucion de X como elemento de R".

La variable aleatoria definida en el espacio (R"”, B", Px) se llama
vector aleatorio de dimension n.

Por ejemplo, la primera marginal sera dada por

fi(x1) :/ 1 f(x1, %2, ..., Xn)dx2 . .. dXp.
RA—
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1.2.2. Calculos multivariados

En esta seccion, vamos a usar todo el potencial de los cdlculos de
E [g(X)]. Otra vez, empezamos con los conceptos en R2.

Probar que una probabilidad es producto

Si P es una producto sobre R?, 3P;, P> tal que P = P; ® P>.
Sean f,g : R — R integrables,

E[f(X)g ]_/ F(x)g(y)dP(x,y) = //RR ¥)dP1(x)dPa(y)
= [ e /R ()dPa(y) ) dPy(x)
= ([ radei()) ( [ etr)apaty)

=E[f(X)]E[g(Y)].

Lo que demuestra que X y Y son independientes < el vector
(X, Y) tiene una ley Px y producto.
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1.2.2. Calculos multivariados

Sean X and Y dos variables reales, lo siguientes hechos con
equivalentes:

1. X y Y son independientes.

2. (X,Y) tiene una ley producto.

3. Vf, g funciones lipschitz acotadas
E[f(X)g(Y)] = E[f(X)]E[g(Y)].

4. Fx y(x,y) = Fx(x)Fy(y) (que seria de definicién de
Fx,y(x,y)?)

5. Va, b, c,d, Px y ([a, b] x [c,d]) =Px ([a, b]) Py ([c, d])

6. Si X y Y tienen densidad, fx y(x,y) = fx(x)fy(y).

7. Si X y Y tienen densidad, Va, b, c, d

b d
/ fx,Y(X,Y)dXdy:/ fx(X)dX/ fy(y)dy
[a,b] X [c,d] a c
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1.2.2. Célculos multivariados
Ejemplo de célculo de marginales
Imaginemos que tenemos n cajas tal que la caja k contiene k bolas
numeradas 1,..., k. Se selecciona una caja X al azar y luego una
bola Y al azar en la caja X. El soporte del vector es

r={(k,j)€{1,...,n}?:j < k}.

1 1
Vk,j€{1,...,n}?, P(X=kY=j)=x Lk

La marginal de Y es

La marginal de X es P(X = k) = 1/n lo que permite ver que la
ley de (X, Y) no es una probabilidad producto,
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Ejemplo de célculo de marginales
Sea (X, Y) un vector aleatorio de densidad
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Ejemplo de célculo de marginales
Sea (X, Y) un vector aleatorio de densidad
fx,v(x,y) = 8x(x — y)lo<y<x<1, entonces

fx(x) = /fxyxy

0

Y
1
f () = [ Ferer)de= [ axtx—y)ox
R y
1,77 1,0t 1 )3
=837 o3 =9 (5-
3], 2% |, 33
8 4,
TPy}
3 VT3

Entonces fx y(x,y) # fx(x)fy(y).

1 X
—/ 8x(x — y)dy = 8x3 —8X|:2 } = 4x>,
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Ejemplo de célculo de marginales
Sean X and Y dos variables independientes de distribucién £(\) y
E(v). Caleular P(X >Y).
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1.2.2. Calculos multivariados

Transformar un vector (X, Y)

Sabemos que E [g(X, Y)] para todo g lipschitz caracteriza la
distribucién de (X, Y).

Si uno transforma (X, Y) en (U, V) = ¢(X, Y) € R? tal que la
transformada es C! y biyectiva, se puede caracterizar la
distribucién de (U, V') con la técnica del cambio de variables
siguiente. Sea g lipschitz y acotada.

Elg(U, V)] = E[g(s(X, V)]
— /R2 g(o(x,y))fx, v(x, y)dxdy

_ /D g (0, v) .y (610, v)| Jy-1 | dudy

Esto siendo cierto para cada funcién g lipschitz y acotada,
tenemos que fy,v(u, v) = fx,y (¢ (u, v))|Jg-1|1p(u, v).



1.2.2. Célculos multivariados
Ejemplo :
Sean X y Y dos variables independientes de distribucién £()\) y
E(v). Consideramos el vector aleatorio (X + Y,2X —Y).



1.2.2. Célculos multivariados
Ejemplo :
Sean X y Y dos variables independientes de distribucién £()\) y
E(v). Consideramos el vector aleatorio (X + Y,2X — Y). La
funcién ¢ estd dada por ¢(x,y) = (x+y,2x —y) y
o7 (u,v) = (45, 25).



1.2.2. Célculos multivariados
Ejemplo :
Sean X y Y dos variables independientes de distribucién £()\) y
E(v). Consideramos el vector aleatorio (X + Y,2X — Y). La
funcién ¢ estd dada por ¢(x,y) = (x+y,2x —y) y
¢~ u,v) = (44¥, 24-Y). Tenemos

‘J¢71| - '

WINW| =
W[




1.2.2. Célculos multivariados
Ejemplo :
Sean X y Y dos variables independientes de distribucién £()\) y
E(v). Consideramos el vector aleatorio (X + Y,2X — Y). La
funcién ¢ estd dada por ¢(x,y) = (x+y,2x —y) y
¢~ u,v) = (44¥, 24-Y). Tenemos

‘J¢71| - '

WINW| =
W=
Wl

y por las restricciones

x>0 u+v>0&sv>—u



1.2.2. Célculos multivariados
Ejemplo :
Sean X y Y dos variables independientes de distribucién £()\) y
E(v). Consideramos el vector aleatorio (X + Y,2X — Y). La
funcién ¢ estd dada por ¢(x,y) = (x+y,2x —y) y

¢~ u,v) = (44¥, 24-Y). Tenemos

[Jp-1] =

WINW(—=
W
Wl
Il
w

y por las restricciones

x>0 u+v>0&sv>—u
y>082u—-v>0sv<2u



1.2.2. Célculos multivariados
Ejemplo :
Sean X y Y dos variables independientes de distribucién £()\) y
E(v). Consideramos el vector aleatorio (X + Y,2X — Y). La
funcién ¢ estd dada por ¢(x,y) = (x+y,2x —y) y
¢~ u,v) = (44¥, 24-Y). Tenemos

[p1] =

WINW(—=
W

Il

w

y por las restricciones

x>0 u+v>0&sv>—u
y>082u—-v>0sv<2u

el dominio vale D = {(u,v) : —u < v <2uyu >0},



1.2.2. Célculos multivariados
Ejemplo :
Sean X y Y dos variables independientes de distribucién £()\) y
E(v). Consideramos el vector aleatorio (X + Y,2X — Y). La
funcién ¢ estd dada por ¢(x,y) = (x+y,2x —y) y
¢~ u,v) = (44¥, 24-Y). Tenemos

‘J¢71| - '

WINW| =
W=
Wl

y por las restricciones

x>0 u+v>0&sv>—u
y>082u—-v>0sv<2u

el dominio vale D = {(u,v) : —u < v <2uy u> 0}, lo que nos
da

AV —(AF20)u/3 o~ (A-v)v/37

fuv(u,v) = 3¢ —u<v<auly>o.
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1.2.2. Calculos multivariados

Ahora se puede calcular la marginal fy por ejemplo. Si A # v, para
u>0,

fU(u):/Rny(u, v)dv

2u
_ )‘3Ve()\+21/)u/3/ e (-1)v/3y,
2u
_ M s |3 (w3

3 A—v

AV
— 2 ~(F2)u/3 | —(A-v)v/3
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N u)\—y)\ (e —e)

—u
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. 2
Six=v, fy(u) = %e_)‘“ x 3u = \ue * sobre R,.. es una
variable aleatoria Gamma.
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Sid=v
2 +oo
/fUV u, V )\/ e’)‘“du
R 3 max(v/2,—v)
AT ]t
5 [76 }max(v/2 —v)
— %ef)\ max(v/2,—v)
A

= 5 (e_%v]lvzo + e)\v]lv<0> .

Esa variable es distribuida sobre todo R y tiene dos colas
asimétricas del lado izquierdo y derecho.
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1.2.2. Calculos multivariados

Notacién E [g(X)] para g : R" — R"™
Para definir E [g(X)] usamos las coordenadas. Denotamos

gi,---,&n las funciones componentes de g:
g1(x)
g(x) = :
gm(x)

y definimos usando la definicién E [gij(X)] para funciones reales

E [g1(X)]
Elg(X)] = E
E [gm(X)]

Como consecuencia, el objecto E [g(X)] es un vector de R™. Por
ejemplo, E[(X, Y)] = (E[X],E[Y]).
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Notacién E [g(X)] para g : R" — C
Tratamos C como un R-espacio vectorial absolutamente normal.
Entonces g(x) = R(g(x)) + iS(g(x)) lo que implica que
E[g(X)] = E[R(g(X))] + E[S(g(X))].

Notacion E [g(X)] para g : R” — M ,,x(R)
También, M p,¢(R) es un espacio lineal. Su base es E; ; las
matrices con puros 0 salvo en la posicién i, j donde vale 1.

Entonces,
gri(x) - gue(x)
g(x) = : :
gma(x) - gme(x)
y entonces
Elgii(X)] - Elg1e(X)]
Elg(X)] = - -

Elgmi(X)] - Elgme(X)]
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Caso particular
Sea X un vector aleatorio de R". La esperanza de la funcién

g : R — Mpyn(R) tal que g(x) = (x —E[X])(x —E[X])7 se
llama matriz de (varianza-)covarianza de X. Se escribe,

Var (X) =E [(X —E[X])(X —E[X])7
— | B EXDOG - EX))]

Var(Xl) s COV(Xl, Xn)

Var (X,)

y la cantidad Cov(X;, X;) = E[(Xi — E [Xi])(X; — E[X]])] se llama
covarianza de X; y X;.
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Funcidn caracteristica multivariada
La funcidn caracteristica de dimensién n es la esperanza de la
funcién

g R —» C
x et

donde t.x designa es producto interior de los dos vectores t y x de
R". De nuevo, denotamos

ox(t) = E [X)]
y la llamamos funcién caracteristica de X.

Estamos usando la integracién de una funcién a valores vectoriales.
Proposicién
La funcién caracteristica caracteriza la distribucion del vector X.
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De manera andloga a las variables aleatorias reales, podemos hablar
de la ley Px del vector aleatorio X. Cada variable-componente del
vector aleatorio tienen también una distribucién.

Cuidado! La ley/distribucién de un vector aleatorio no esta
completamente definido por sus marginales!!

Ejemplo: Sea Z; = (X,Y)y Zo = (W,1 — W) donde las tres
variables reales X, Y, W siguen una distribucién 2/([0, 1]) y son
independientes. En particular, los dos vectores Z1 y Z> tienen las
mismas leyes marginales (¢([0, 1])), pero no tienen la misma
distribucién/ley. En efecto,

Pz, ((1/2,1] x (1/2,1]) = Bx ((1/2, 1)) Py ((1/2,1]) = (1/2)°
Pz, ((1/2,1] x (1/2,1]) = Py (W > 1/2y W < 1/2) = 0.

En particular, cuando uno describe un vector aleatorio, no es
suficiente de solo calcular sus marginales.
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1.2.3. Ley de vectores aleatorios

Funcién generatriz
Supongamos que 3r > 0 tal que Vt € B»(0,r), E [et'x] < 0.
Entonces, la funcion

Mx : B(0,r) — R
t > E[e(t'x)}

existe y se llama funcién generatriz de los momentos mixtos de X.
De nuevo, se puede derivar la funcién Mx y obtener

9iMx(t) = E [x,-etx}

9iMx(0) = E [Xi]

Ademas, uno puede calcular 0;0;Mx(0) = E [X;X]].
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1.2.3. Ley de vectores aleatorios

Extendiendo el calculo anterior, se ve que se puede calcular todos
los momentos mixtos del vector X:

Moy, an = E [)q)t1 Ce Xr?"] .

Una pregunta natural es de saber si los momentos caracterizan la
distribucién de X.

» Los momentos simples — seguramente que no!
P> Los momentos mixtos — Hay condiciones! Los teoremas son

generalizaciones en dimensién n del teorema de
caracterizacién por momentos en dimensién 1.

P> Hay una grande literatura! Es el tépico de probabilidades
libres en espacios de probabilidades no conmutativas. Los
interesados puedes ir a ver Topics in Random Matrix Theory.
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1.2.3. Ley de vectores aleatorios

Funciones de prueba
Tenemos de nuevo:

Proposicién
Un vector aleatorio X € R estd completamente definido por los
valores de E [h(X)] para cada h: R" — R lipschitz y acotada.

Cuantiles

No hay una manera obvia de definir los cuantiles en R"! (Dibujar
para darse cuenta)

Una definicién posible de la mediana empirica (sobre un conjunto
finito de datos) es:

Sean Xi,..., X una muestra de v.a. de R". La cantidad

k
Mmx = argmin Z lly = Xill2
YERT iy

se llama mediana geométrica de la muestra Xy, ..., X
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1.2.3. Ley de vectores aleatorios

Una otra manera de definir una mediana puede, por ejemplo, ser la
profundidad de Tukey.

Sea Xi,...,Xx € R"y p € R". Definimos

Tukey(p) = Hrg;g |HN{X1,..., Xk}
P

donde H,, son los hiperplanos que contienen p, como la
profundidad de Tukey. Es una medida de la centralidad del punto
p. Por eso, podemos definir

med(Xi, ..., Xx) = argmax Tukey(p)
pER”



1.Preliminares

1.3.Modelos de probabilidad, modelos de
estadistica
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Que es seglin ustedes la diferencia entre probabilidad y estadistica?

Problema Modelacion Variables X;
Concreto probabilista Parametros i
Mundo probabilista Mundo Estadistico
» Se suponen conocidos los » Se suponen conocidas las
pardametros. variables.

» Se estudian las variables. » Se estudian los parametros.
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1.3.1. Diferencia entre probabilidad y estadistica

En el estudio de modelos estadisticos se presentan dos contextos
diferentes. Gracias a varias realizaciones de la misma distribucién,
queremos adivinar el pardmetro desconocido de dos maneras:

Mundo Bayesiano

Mundo Frecuentista

» Los pardmetros se
consideran como variables
aleatorias.

» Los parametros se
consideran como elementos

deterministas de RX.
» Los resultados toman la

forma de distribuciones lo
mas concentrado posible
alrededor del verdadero
parametro.

» Los resultados toman la
forma de intervalos de
confianza alrededor del
punto de estimacion.
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1.3.2. Modelos estadisticos

Espacios (2,3, Py, 0 € ©)

» En la modelacién probabilista, los parametros «; estan en el
espacio © y los denotamos 6. Cuando hay mas que uno,
seguimos denotando 6 = (0y,...,0,) € R

» Para parametros 6 € ©, la distribucién de las variables X;
(que van a tener la misma distribucién) se escribe Py.

» Ejemplo: Q =R, B los borelianos, @ =R y V8 € ©,
Py ~ N(0,1).
» El ensemble (2, B, Py, ©) se llama modelo de probabilidad.

Modelos parametricos y no-parametricos

» Cuando el espacio © es un sub-espacio de R¥ se dice que el
modelo es pardmetrico.

» Cuando no es el caso, se dice que el modelo es no-pardmetrico.
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Ejemplos:

» El modelo anterior (R, B, R, (N (0,1))pco) es pardmetrico.

» El modelo (R, B, 0, (Pr)reco) donde © es el espacio de las
funciones f : R — [0, 1] lipschitz y creciente tal que
lim_o f =0y limyf=1.
Una probabilidad Pr estd definida por su funcién de
distribucién F = f.
El modelo es no-pardmetrico.

> A veces la denominacién de modelos semi-pardmetricos esta
usada. Es un caso particular de modelos no-parametricos. Se
puede usar cuando:

» Una parte de 6 esta en espacios R.



1.3.2. Modelos estadisticos

Ejemplos:
» El modelo anterior (R, B, R, (N (0,1))pco) es pardmetrico.

» El modelo (R, B, 0, (Pr)reco) donde © es el espacio de las
funciones f : R — [0, 1] lipschitz y creciente tal que
lim_o f =0y limyf=1.

Una probabilidad Pr estd definida por su funcién de
distribucién F = f.

El modelo es no-pardmetrico.

> A veces la denominacién de modelos semi-pardmetricos esta
usada. Es un caso particular de modelos no-parametricos. Se
puede usar cuando:
> Una parte de 6 esta en espacios RX.
» El espacio © tiene una estructura diferencial particular que
permite una cierta discretizacion.
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1.3.2. Modelos estadisticos

Conocido vs Desconocido: En el contexto estadistico,

» 6 es desconocido,

» © es conocido. (Por abuso de vocabulario, lo llamamos
también modelo)

Observacién

Una observacion es una variable aleatoria X tal que Px = Py,
donde 6y es el pardmetro desconocido que buscamos.

Muestra

Para n € N, una n-muestra de ley v es una coleccién Xi,..., X, de
variables i.i.d. de distribucién comun v.

Cuando una observacidn tiene la forma de una n-muestra de ley vy,
entonces Py = (v9)®". El espacio asociado (Q", B, Py,0 € ©) se
lama modelo estadistico.
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1.3.2. Modelos estadisticos

Modelos identifiables
Para determinar un parametro 6 € © sin ambigiiedad la funcién
0 — Py es inyectiva.

Un modelo tal que 6 — Py es inyectiva se llama modelo
identifiable.

Error de especificacion

Es posible que la verdadera ley Py, que buscamos no esté en la
clase de leyes candidatas (Py)gco. Eso tiene que ver con la
surjetividad de 6 — Py. En este caso, no se podra ajustar
perfectamente el modelo estadistico a los datos. En el caso
pardmetrico, denotamos

E(©) = min 16 — 6o

que llamamos el error de especificacion del modelo.
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1.4.1. Distribuciéon empirica
El primer paso para definir cantidades que permiten definir
estimadores de nuestros pardmetros desconocidos es a través de lo
que llamamos cantidades empiricas.

Definicion de P, y P,f
En todo lo que sigue, supongamos tener acceso a una muestra
X1,...,X, de ley comin Py,.
> Denotamos P, = Y_"_; 15x. la medida (aleatoria) que carga
con masa % cada punto X; de la muestra. Esa medida se
llama medida empirica asociada con la muestra Xi, ..., X,.

» Para una medida P y una funcién f integrable, denotamos

Pf :/fdP

la integral al respecto de P.
» Para la medida P = P,, el calculo anterior da

1 n
Pof = | fdPy = =S F(X;
/ 2 0)
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1.4.1. Distribuciéon empirica

Esta definicidon es dtil para definir varias cantidades que dependen
de la muestra Xi, ..., X,.

Funcion de distribucion empirica, momentos empiricos

» Si tomamos f = id, entonces P,f = %Z,’-’:l X;. Es la media
empirica.

» Si tomamos f;(x) = Ly<¢, entonces P,fy = %27:1 Ix<¢. La
funcién F,, : t — P,f; y se llama funcion de distribucion
empirica.

> Si tomamos f(x) = x¥, entonces P,f = 137" | XKy se llama
el momento empirico de orden k de la distribucién Py,.
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Veremos al final de este capitulo que por el teorema de la ley de
grandes nimeros:

Proposicion

Sean Xi,...,X, variables i.i.d. de distribucién comiin X.
Entonces, for all t € R,

Fa(t) — Fx(t)

n—-+o0o

De hecho el resultado es ain mas fuerte en caso de variables a
densidad.

Proposicién (Glivenko-Cantelli)

Sean Xi,...,X, variables i.i.d. de distribucion comiin X que tiene
densidad. Entonces, for all t € R,

sup |Fn(t) — Fx(t)] — O

teR n—-+o00
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1.4.1. Distribuciéon empirica

Las mismas convergencias se pueden probar sobre las otras
cantidades empiricas que encontramos antes bajo condiciones de
existencia de momentos.

Proposicién

Sean X, ..., X, variables i.i.d. de distribucién comdn X.
Supongamos que E[X] < +oo (resp. P|X|* < co para algtin
k > 0). Entonces,

1 n
=N X =Pox — E[X]
n P n—-+o00

(resp.

P.x* —s Pxk también denotado (P, — P)x* — 0.
n—+00 n——+oco
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1.4.2. Estimadores

Estamos listos para definir lo que llamaremos un estimador a lo
largo de este curso.

Definicién de estimador

Dado una muestra Xi,..., X, de variables aleatorias de ley comin
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Definicién de estimador

Dado una muestra Xi,..., X, de variables aleatorias de ley comin
P, definimos un estimador como una funcién Q7 — © medible al
respecto de la medida producto P®" del vector aleatorio

X1,y X

Comentario: Esa definicién dice en otras palabras que un estimador
es una funcién que depende de las variables Xi, ..., X, como unica
fuente de azar. Cuando se espera que un estimador sea una
estimacién de un cierto pardmetro 6, el estimador se denota

0n(X1...,%s) o 0, o 0
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Vocabulario de estimadores

» Un estimador es en particular una variables aleatoria. Se usa
todo lo anterior para estudiar lo.

> Se dice que un estimador es sin sesgo si E[f] = 0. En el caso
contrario, se dice que el estimador tiene sesgo dado por
E[6] — 6.

> Se dice que § es consistente o converge si

A P
6 — 0
n—-400

donde la convergencia se hace en probabilidad.

» Se dice que 0 es fuertamente consistente si

b =% 0

n—-+o0o



1.4.2. Estimadores

Las dos convergencias precedentes se refieren a :



1.4.2. Estimadores

Las dos convergencias precedentes se refieren a :

1. Se dice que X,, converge en probabilidad hasta X si Ve > 0,

P(|X,—X|>€¢) — 0

n——+00



1.4.2. Estimadores

Las dos convergencias precedentes se refieren a :

1. Se dice que X,, converge en probabilidad hasta X si Ve > 0,

P(|X,—X|>€¢) — 0

n——+00

2. Se dice que X, converge en casi seguramente hasta X si

P ({w : Xp(w) — X(w) no converge a 0}) =0



1.4.2. Estimadores

Las dos convergencias precedentes se refieren a :

1. Se dice que X,, converge en probabilidad hasta X si Ve > 0,

P(|X,—X|>€¢) — 0

n—-+00

2. Se dice que X, converge en casi seguramente hasta X si

P ({w : Xp(w) — X(w) no converge a 0}) =0

Riesgo



1.4.2. Estimadores

Las dos convergencias precedentes se refieren a :
1. Se dice que X,, converge en probabilidad hasta X si Ve > 0,

P(|X,—X|>€¢) — 0

n—-+00

2. Se dice que X, converge en casi seguramente hasta X si

P ({w : Xp(w) — X(w) no converge a 0}) =0

Riesgo
En general uno quiere tener mas informacién sobre la cualidad de
un estimador que la consistencia. La cantidad la mas usada es

seguramente

R())=E [(é - 9)2] .
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El riesgo R(HA) se puede estudiar con la siguiente observacion.

Esa descomposicion se llama descomposicion en varianza y sesgo.
La interpretacién es que la cualidad de un estimador 0 depende de
un equilibrio sutil entre su sesgo y su varianza. En consecuencia, si
solo nos interesan los estimadores sin sesgo, la tarea es de
encontrar él que tiene la varianza minima.
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1.4.2. Estimadores
Informacién de Fisher
Nos fijamos en el contexto particular donde
1. El espacio © es un abierto de R.
2. Para cada 6 € ©, Py tiene densidad fy.
3. La funcién 6 — fy(x) es derivable c.s.
4

. Para cada funcién h, hay inversién de la derivacién y la
integral:

55 [ 1690000k = [ 0 Zta

Bajo esas hipétesis, la cantidad

9
5ylog i) = 25

existe c.s., donde la variable X es de distribucién Py.
No hay problema de divisién por 0 porque bajo X ~ Py, tenemos
fo(X) > 0 c.s.
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1.4.2. Estimadores

La informacion de Fisher es la funcién | : © — [0, +00] donde

(2008509

Es una funcién que nos permitird medir la factibilidad de bien
estimar el pardmetro 6.

1(60) = Ep,

Proposicion
Si el soporte de fy no depende de 0, la informacion de Fisher se
puede escribir

1(6) = Varp, <§9(Iog fe(X))>
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Prueba.
La dnica cosa que probar es que Ep, [%(Iog fa(X))] = 0.
Denotamos S = Suppfy el soporte de fy.

A X
r, | gytiog 00| = [ 20 )0

(fo(x)) L g, (x)>00x

(fa(x))ax

I
o
gl e



1.4.2. Estimadores

Prueba.
La dnica cosa que probar es que Ep, [%(Iog fa(X))] = 0.
Denotamos S = Suppfy el soporte de fy.

A X
r, | gytiog 00| = [ 20 )0

donde se usé la propiedad 4. en la ultima linea.

O
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Ejemplo: Sea X una variable P(6) con 6 > 0. Entonces,

(202500

8 2
%(—HwLXIogG — log X1)

1(6) = Ep,

= EPQ




1.4.2. Estimadores

Ejemplo: Sea X una variable P(6) con 6 > 0. Entonces,

1(6) = Ep,

(2 esx))

(G-2)

8 2
%(—9+Xlog9 — log X1)

1
= —Var

02 (X) =

1
-

donde usamos que Var (X) = 6.
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1.4.2. Estimadores

Si uno tiene acceso a una n-muestra Xi,..., X, tq Vi, Xi ~ Py y
donde el soporte de Py no depende de 6, podemos calcular la
informacién de Fisher de la muestra X = (Xi,...,X,). En efecto,
ix ="y

0
Ix(0) = Varp, ((99 log f9®”(X)>
8 n
i=1
.9
= Varp, (Z 20 log fg(X,'))
i=1

0
= nVarpe <69 |Og f@(Xl)) = n/Xl(Q)

Asi que la informacién de Fisher de una muestra (de soporte fijo) es
la suma de la informacién de Fisher de cada variable de la muestra.
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En nuestro ejemplo de las variables de Poisson, Ix(f) = 3.
El uso principal de la informacién de Fisher es lo siguiente

Teorema (Cramer-Rao)
Sea g : R — R una funcion derivable. Sea 0 un estimador del

parametro 0. La cantidad g(6) es un estimador de g(0) que
supongamos sin sesgo. Entonces, Y0 € ©,

1(0)2
40

Ix(6)
donde Ix(0) es la informacion de Fisher sobre la muestra
X =(X1,...,Xn).

En el ejemplo anterior, tenemos por ejemplo que para cada
estimador 6,

Varp, (g(é))

>

Varp, (9) > o
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» La cota de Cramer-Rao es también una cota inferior del
Riesgo del estimador.

» Los estimadores tal que Varp, (g(é)) = %(99))2 para todo

0 € © se llaman UMVU (por uniform minimum variance
unbiased)

Prueba.

Supongamos que E [g(é)z} < 00 porque en el caso contrario el
resultado del teorema es trivial. En lo que sigue denotamos

g(0) = h(x) para insistir sobre la dependencia del estimador al
vector de muestra x. Dado que el estimador sea sin sesgo, tenemos

Ep, [g(é)} = g(0) y entonces

g'0) = ;/Sh(x)fg(x)dx

_ /S h(x) <§;f9(x)> dx
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Prueba (fin).

Continuando el calculo,

, 0

g(0) = [ hx) (o log fi(x) ) fo(x)dx
S 00

—Bp, [K(X) 3 log X)

=Ep, [h(X)aae log @(X)] —Ep, [h(X)]Ep, [880 log f[g(X)]

= Cov (h(X), 50 log fg(X))
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Prueba (fin).

Continuando el calculo,
g(0) - /(X)<|0gf9( ))
[h(X log (X ]
= B, [hX) 55108 60| ~Er, (HX)) Er, | 5108 600)

— Cou (h(x). g 10g (X))

Lo que permite ver que

1&/(0)] < 1/Var (h(X)) Var (2 log fy(X)) = y/Var (g(é)) 16) lo

que termina la prueba. []
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Podemos directamente dar el corolario siguiente

Corolario
Bajo las mismas hipdtesis y si X = (X1,...,X,) es una muestra tal
que la informacién de Fisher de Xy es Ix,(0), tenemos

Varp, (g (é)) = 5;510(5)

Comentario: La varianza de los estimadores 6ptimos decrece en
1/n.
Ejemplo: Sean Xi,..., X, ~ P(0) y sea X,, = %Ele X; un
estimador de 6. Calculamos la varianza

— 0 1

Varp, (Xn) . nlx, ()

= X, es un estimador éptimol!
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una variable aleatoria de R¥. Digamos que X, converge en
probabilidad a X si y solo si

Ve >0, P(|Xn— X]|| >€¢) — 0.

n—-+o00

P
Se nota X, — X.
Convergencia en Distribucion

Sea (X,)nen una sucesién de variables aleatorias de R¥. Sea X una
variable aleatoria de R¥. Digamos que X, converge en distribucién
a X siy solo si para cada funcién h: RK — R continua y acotada

E[A(X,)] — E[h(X)].

Se nota X, ﬂ X.
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Ya vimos que la distribucidn se puede caracterizar de muchas
maneras diferentes. La convergencia en distribucién sigue el mismo
esquema.

Proposicién

La convergencia en distribucion se puede probar con cada

herramienta de caracterizacion de distribucion. Mas
concretamente, los siguientes son equivalentes

x, 9 x

Vt, éx,(t) — ox(t)

Vt, Fx,(t) — Fx(t)

Vt, Mx, (t) — Mx(t)

Vh lipschitz y acotada, E [h(X,)] — E[h(X)].

AR
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Convergencia casi seguramente

Sea (X,)nen una sucesion de variables aleatorias de R¥. Sea X
una variable aleatoria de R¥. Digamos que X, converge casi
seguramente a X si y solo si el conjunto

C={w e Q: Xy(w) = X(w)} es de probabilidad P(C) = 1.

Se nota X, (29 X.

P La convergencia casi segura es el pendiente de la convergencia
punto por punto en analisis funcional.

» La convergencia en distribucién es la mas usada en estadistica.

» La convergencia en distribucién es la mas usada en
probabilidad.
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1.5.2. Implicaciones entre convergencias

Tenemos las implicaciones:

Proposicion
Se tiene que c.s. = P = (d)

Prueba.
Por definicién, P(C) =1 = P(C°) =0, donde

C = {w:3e > 0,3n sucesién t.q. Vk,|| X, — X]|| > €}
En particular, para cualquier € > 0 fijo,
0 = IP(3ny sucesién t.q. Yk, || X, — X| > €)
=P (Iim sup{||Xnh — X]|| > e})
n

> limsup P (|| X, — X|| > ¢€)

donde la ultima linea se cumple por el Lema de Fatou.
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Prueba.

Entonces,
0 > limsup P (|| Xp, — X|| > €) > liminf P(||X, — X|| >¢€) >0 lo
n n

que implica la primera parte del resultado. Sea f una funcién
lipschitz y acotada |f| < Ky

vx,y € RS [F(x) = f(y)] < Allx = v,
entonces,

E[f(Xa)] = E[F(X)]| <E[If(Xs) = F(X)ILx,-x|>¢]
+E[|F(X) = F(X)ITx,—x( <]
< 2KP (| Xy — X|| > €) + Ae

Tomando ¢ suficientemente pequeiio y luego n suficientemente
grande, tenemos la segunda parte del resultado.
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Un resultado util
El siguiente resultado sera utilizado en el Lema de Slutsky.

Proposicién
Sean (Xu)n ¥ (Yn)n dos sucesiones de vectores aleatorios de R y

. d
sea X € R¥ un vector aleatorio. Supongamos que X, Q) Xy

|1 Xn — Yall 2,0, entonces Y, W 5

Prueba.

Sea f A-lipschitz y acotada. Haciendo las mismas cuentas
[E[f(Xa)] = E[F(Ya)][ < 2KP ([|Xa = Yall = €) + e

lo que implica que E [f(X,)] — E[f(Ya)] - 0, y como
E [f(Xn)] o E [f(X)], llegamos al resultado. O
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Es un hecho conocido que para la convergencia de sucesiones la
nocién de limite es estable al respecto de la suma. Mas
concretamente, si para dos sucesiones (xp)n Y (¥n)n, tenemos que
Xp — x y al mismo tiempo y, — y, entonces x, + y, = X + y.
Que decir de X, + Y, —> cuando las dos sucesiones convergen
estocasticamente?

Proposicién
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Estabilidad de la cv estocastica, Lema de Slutsky

Es un hecho conocido que para la convergencia de sucesiones la
nocién de limite es estable al respecto de la suma. Mas
concretamente, si para dos sucesiones (xp)n Y (¥n)n, tenemos que
Xp — x y al mismo tiempo y, — y, entonces x, + y, = X + y.
Que decir de X, + Y, —> cuando las dos sucesiones convergen
estocasticamente?

Proposicién
> SiX, =5 XyY,=3Y, entonces Xp+ Y, =3 X+ Y.
> Si X, l>XyY,,l> Y, entonces X, + Y, l>X—i— Y.
» En general, no es verdad que X, ﬂ XyYa ﬂ Y =

X, +v, Lxiy
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Prueba.

» Para la convergencia c.s., solo se tiene que ver que la
interseccién de dos eventos de probabilidad 1 tiene
probabilidad 1.

» Es cierto que

P([Xn+ Yo =X = Y[ =€) <P(|X: = X|| > €/2)
+P (| Yo = Y| > €/2).

lo que prueba la propiedad.

» En general, la convergencia en distribuciéon no define sin
ambigiiedad la variable limite completamente (solo su
distribucién).
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El lema de Slutsky da un caso positivo cuando el limite de una de
las dos sucesién es una variable constante.
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El lema de Slutsky da un caso positivo cuando el limite de una de
las dos sucesién es una variable constante.

Lema
d d
Si X, Q XyY, Q> ¢ donde ¢ € R¥ es una vector constante,
entonces
d
Xo+ Yo D X 4 c
Prueba.

(d)

Obviamente tenemos X, + ¢ — X + ¢, porque podemos ver las
funciones lipschitz y acotadas de X, + ¢ como funciones lipschitz y

acotadas de X,. Ademas, || X, + Y, — (Xn + ¢ LN 0, entonces

. d
por el “resultado atil", tenemos X, + Y, Q> X+c. ]
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1.5.3. Caracterizacién de convergencias en distribucién

Exactamente como en el caso de caracterizacion de la distribucién
de variables/vectores aleatorios/aleatorios, podemos usar las
cantidades que caracterizan la distribucién para probar
convergencia en distribucién.

Teorema (Levy)
Sea (X,)n una sucesién de vectores aleatorios en R¥ y denotamos
¢x, la funcion caracteristica de cada X,. Supongamos que

> vVt € RX, g(t) := lim, ¢x,(t) existe.

» La funcién g es continua en 0.

Entonces, 3 una variable aleatoria X € R* tq g(t) = éx(t) y

x, 9 x.

Prueba.
Eso sale del alcance de este curso. Se usa la nocidn de tensién de

variables aleatorias. L]
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Una consecuencia cdmoda es el

Corolario (Cramer-Wold)

Sea (X,)n una sucesion de vectores aleatorios de R¥. Entonces

X, D x o v e RF e TX, 9 1T

La convergencia a la derecha es entre variables aleatorias reales!

Prueba. ;
Xo \h X o Vu € RK, g (1) — dx(u)

& VYueRME [e“TX"] —E [e”TX]
& VAR,V € R E {e“TXn] SE {eAfTX}

eVteRF TXx, 19 Tx
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Ejemplo: Avanzando nos un poco sobre la nocién de vector
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Ejemplo: Avanzando nos un poco sobre la nocién de vector

. . —
gaussiano, si Z ~ N (v, X) entonces ¢z(t) = et n—3t"Tt
En efecto, t’ Z es una variables gaussiana (en R) para cada
teRky

E [tTZ] —¢tTE[Z] =ty
De la misma manera, denotando Y = Z — 4
Var (th) —E [(tTY)Z] —E [(tTY)(tTY)T
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1.5.3. Caracterizacién de convergencias en distribucién

Ejemplo: Avanzando nos un poco sobre la nocién de vector

. . —
gaussiano, si Z ~ N (v, X) entonces ¢z(t) = et n—3t"Tt
En efecto, t’ Z es una variables gaussiana (en R) para cada
teRky

E [tTZ] —¢tTE[Z] =ty
De la misma manera, denotando Y = Z —
Var (th) —E [(tTY)Z] —E [(tTY)(tTY)T
—E [tTYYTt}
=t'E {YYT} t=t¥t.

Como sabemos que para una variable gaussiana A/ (u, o2) real,
p 1
on(t) = e 37" y que ¢z (t) = ¢, (1), tenemos la respuesta.



1.Preliminares

1.6.Ley de grandes nimeros, Teorema del limite
central, método delta
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X,=1 27:1 X; donde las variables aleatorias X; seran

n
independientes. Los teoremas siguientes tratan del
comportamiento asintético de X,.

Forma débil

Teorema

Sean Xi, ..., X, vectores aleatorios i.i.d. de R¥. Supongamos que
. ~ P

p = E[X1] existe, entonces X, — L.

Prueba.
Por la existencia de E[X1], ¢ (0) = ip.
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X, = %27:1 X; donde las variables aleatorias X; seran
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Forma débil

Teorema

Sean Xi, ..., X, vectores aleatorios i.i.d. de R¥. Supongamos que
. ~ P

p = E[X1] existe, entonces X, — L.

Prueba.
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que es la funcidn caracteristica de una variable constante igual a p.
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1.6.1. Ley de grandes nimeros

Muchas veces en este curso encontraremos cantidades de la forma

1

X, = - 27:1 X; donde las variables aleatorias X; seran

independientes. Los teoremas siguientes tratan del
comportamiento asintético de X,.
Forma débil

Teorema

Sean Xi, ..., X, vectores aleatorios i.i.d. de R¥. Supongamos que
. ~ P

p = E[X1] existe, entonces X, — L.

Prueba.
Por la existencia de E[Xi], ¢ (0) = iu. Considerando el
desarrollo limite ¢x,(t) = 1 + ity + o(t), tenemos

0, (1) = dx, (t/n)" — €™

que es la funcidn caracteristica de una variable constante igual a p.

- (d _ _
Entonces X, Q> 1 lo que es equivalente a X, £, 73 Ol
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1.6.1. Ley de grandes nimeros

Forma fuerte
De hecho, se puede probar una forma fuerte de la ley de grandes
ndmeros:

Teorema

Sean Xi, ..., X, vectores aleatorios i.i.d. de R¥. Supongamos que
. ~N C.S.

u = E[Xi] existe, entonces X, — p.

Prueba.
Admitido en este curso. Para eso se necesitan unos conceptos mas
como la ley del 0-1 de Kolmogorov por ejemplo. O

Comentario: Si un pardmetro desconocido se escribe como el valor
esperado de una variable aleatoria, el estimador X, sera un
estimador consistente del parametro.
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Teorema (Central Limite (en R))

Sean Xi, ..., Xy variables aleatorias reales i.i.d. con E[X;] =0y
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1.6.2. Teorema del limite central

El siguiente teorema se enfoca a describir el comportamiento de X,
alrededor de E [X;].
Teorema (Central Limite (en R))

Sean Xi, ..., Xy variables aleatorias reales i.i.d. con E[X;] =0y
Var(X1) = o2. Entonces,

. 1 &y (d) >
VX, = — 7 X 29 A0, 0
ﬁ; (0,0%)

Eso es el resultado fundamental de Probabilidad. Eso explica en
esencia la importancia de la distribucién gaussiana y de su estudio
intenso en la literatura.
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Prueba.

Sea ¢ = ¢x,. Tenemos ¢'(0) =/E[X1] =0y
¢"(0) = i’E [X}] = —02.
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Prueba.

Sea ¢ = ¢x,. Tenemos ¢'(0) =/E[X1] =0y
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1.6.2. Teorema del limite central

Prueba.

Sea ¢ = ¢x,. Tenemos ¢'(0) =/E[X1] =0y
¢"(0) = i’E [X}] = —02.

Entonces,

n 2 2 n
itv/nXn| _ b — _to 1
=l =0 (J5) = (155 o)
— e 2.
n——+00

2,2
Pero ¢pr0,02)(t) = e "% es continua en 0.

Entonces, por el Teorema de Levy, v/nX, (), N(0,02).
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vectores usamos el Lema de Cramer-Wold.
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1.6.2. Teorema del limite central

Para pasar de la convergencia de variables a la convergencia de
vectores usamos el Lema de Cramer-Wold.

Teorema
Sean Xi,..., X, vectores aleatorios de R¥ i.i.d. tal que u = E[Xi]
yE=E[(Xy — p)(X1 — p)7], entonces

7= 300 =) 4D N )
i=1

donde Ny (1, X) denota el vector gaussiano de valor esperado i y
de matriz de covarianza ¥.
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Prueba.
Seat € RFysean Y; =t"X; — tT . Las variables Y; son reales y
tal que E[Y1] =0y Var(Y1) = t"xt.
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Prueba.
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Prueba.
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Prueba.
Seat € RFysean Y; =t"X; — tT . Las variables Y; son reales y

tal que E[Y1] =0y Var(Y1) = t"xt.
Entonces,

1 &y, (@) T
—E Y; (tT Y.
Vi 2 — N(0,t' Xt)

Pero si Z ~ Ni(0,X), tTZ ~ N(0,tTLt). Lo que significa que

1 &1 d T
LS - DTz
Vi

Eso siendo cierto para cada t € R¥, el Lema de Cramer-Wold nos

dice que % S (X — ) 19, 7 en los vectores. O
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1.6.2. Teorema del limite central

Teorema de Lindeberg-Feller

Existen muchas versiones del Teorema del Limite Central. Aqui
introducimos una versién que permite introducir flexibilidad en el
supuesto i.i.d.

Teorema (Lindeberg-Feller)

Para cada n, sean Xj 1, ..., X, k, vectores aleatorios
independientes tal que

» Paracadae>0, R, = Zfil E [HXn,i

2
Lix,li>e| =20
> Se cumple S5 Cov(X,,,) 2T
n o

Entonces,
kn
S Xni — E[Xni] 2 N (0, %)

i=1

Prueba.
Eso usa de nuevo el Teorema de Levy.
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1.6.3. Método Delta

Tenemos los bloques fundamentales
X, —c y /n(X,—c)— N(0,6%)

Que decir de una transformacién de X, en £(X,)? Cuando
converge a £(c)? Que decir de la renormalizacién

VA(E(Xe) — 1(c))?
Teorema (Método Delta)

Sea una sucesion (X,)nen de vectores aleatorios de R¥. Sea
(an)nen una sucesion determinista de reales y £ : RK — RP.
Supongamos que

» a, > +o0.
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Tenemos los bloques fundamentales
X, —c y /n(X,—c)— N(0,6%)

Que decir de una transformacién de X, en £(X,)? Cuando
converge a £(c)? Que decir de la renormalizacién

VA(E(Xe) — 1(c))?
Teorema (Método Delta)

Sea una sucesion (X,)nen de vectores aleatorios de R¥. Sea
(an)nen una sucesion determinista de reales y £ : RK — RP.
Supongamos que

> a, = +oo.

» Jc € R¥ un vector determinista y Y un vector aleatorio tal
que ap(X, — ¢) ﬂ Y.

» ( es derivable en ¢ y D{(c) € M, (R).

Entonces, an(¢(X,) — £(c)) (), Di(c) x Y
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Prueba.
Por el Lema de Slutsky, es suficiente de probar que

W, = an(£(X,) — £(c)) — DE(c) x ap(X, — c) — 0.

En efecto, si denotamos V,, = D{(c) x an(X, — ¢), sabemos que

V, ﬂ Y y que W, F0lo que implica que
W, + Vi <9 D(e) x v,

Seae>0yd>0.

P([Wall > €) <P (Wl > ey [[Xs = cl| <6) +P([| Xy — cl| > 0)
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Prueba.
Por el Lema de Slutsky, es suficiente de probar que

W, = an(£(X,) — £(c)) — DE(c) x ap(X, — c) — 0.

En efecto, si denotamos V,, = D{(c) x an(X, — ¢), sabemos que

d .
V, Q Y y que W, F0lo que implica que

W, + Vi <9 D(e) x v,

Seae>0yd>0.

P([Wall > €) <P (Wl > ey [[Xs = cl| <6) +P([| Xy — cl| > 0)
=P(E) +P([ Xy —cll > 9)

donde definimos E = {||W,|| > ey || X, — c|| < 6}
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Prueba.
Pero por definicién de D¢(c), YT >0, 35p > 0

X = ¢l <o == [16(X) = £(c) = Dl(c)(X = o)l < T|X =]l

Eso siendo una propiedad de la funcién ¢, tenemos de nuevo Vn y
Vo < dg,

[ Xn = cll <6 = [[Wi|l < anT|[X, —cl].

Entonces bajo el evento E, € < |W,|| < a,T||X, — || lo que
implica que
P(E) <P(an||Xn—c| >¢€/T)

y

P([Wall > €) <P (an|[Xn = cll > ¢/T) + P (an] Xn — ]| > and)
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Prueba.
Pero por definicién de D¢(c), YT >0, 35p > 0

X = ¢l <o == [16(X) = £(c) = Dl(c)(X = o)l < T|X =]l

Eso siendo una propiedad de la funcién ¢, tenemos de nuevo Vn y
Vo < dg,

[ Xn = cll <6 = [[Wi|l < anT|[X, —cl].

Entonces bajo el evento E, € < |W,|| < a,T||X, — || lo que
implica que
P(E) <P(an||Xn—c| >¢€/T)

y

P([Wall > €) <P (an|[Xn = cll > ¢/T) + P (an] Xn — ]| > and)
< 2P (ap||Xn — c|| > min(e/ T, and))
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Prueba.
Como a, — +oo, existe Ny € N tal que Vn > Ny, tenemos
min(e/T,a,0) = ¢/ T, lo que muestra

limsup P (|| Whp|| > €) < 2limsup P (an||Xn — c|| > min(e/ T, and))
n—o0

n—oo

= 2limsup P (a,[| X, —c|| > ¢/T)
n—o0
=2P([[Y]l > €/T)

La probabilidad de la izquierda siendo independiente de T, lo
podemos elegir arbitrariamente pequefio para tener

P(||Y|| > ¢/ T) — 0. Finalmente, mostramos que W, 010
que prueba el resultado. []
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Corolario

Sea Xi,...,X, una muestra de vectores aleatorios de R¥ tq
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La consecuencia mayor de este resultado es lo siguiente.

Corolario

Sea Xi,...,X, una muestra de vectores aleatorios de R¥ tq

E[Xi] = p € RF y Var(X1) = £ € Myxx(R). Sea £ : RF = R una
funcién diferenciable en . de diferencia D¢(11), entonces,

VA(t(X,) = (12)) <2 N (0. DU() TEDU(w)).
donde D¢(1)TXDE(u) es un real positivo.

Prueba.
Es una consecuencia directa del teorema del método delta. O
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Ejemplo: Sea X; ~ P(6). Hemos visto que X, — 6. Pero
sabemos que la varianza de una variable de Poisson es también
igual a 6 lo que permite pensar en un otro estimador:

i=1
Tomando la notacion Y; = X; — 0, tenemos facilmente
E[Y]=0, E[Y?]=0. E[Y’]=0y E[Y]=0(1+30),
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1.6.3. Método Delta

: . -~ P

Ejemplo: Sea X; ~ P(6). Hemos visto que X, — 6. Pero
sabemos que la varianza de una variable de Poisson es también
igual a 6 lo que permite pensar en un otro estimador:

i=1
Tomando la notacion Y; = X; — 0, tenemos facilmente
E[Y]=0, E[Y?]=0. E[Y’]=0y E[Y]=0(1+30),

y 82(X1, ... Xp) = 82(Y4,..., V).
Se ve que 57 = lo, — fif , donde



1.6.3. Método Delta

Por el teorema central limite,

() -(5)) #ven



1.6.3. Método Delta

Por el teorema central limite,

() -(5)) #ven

>= <Z 9(1i39)>

donde



1.6.3. Método Delta

Por el teorema central limite,
() -(5)) Haem
H2.n 0

>= <Z 9(1i39)>
2

Vemos que 82 = £({i1,n, fi2.n) con £(x,y) =y — x2.

donde
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Por el teorema central limite,

() -(5)) #ven

>= <Z 9(1139))

Vemos que 82 = /(fi1,
diferencial, D¢(0,60) =

donde

1.n fi2.n) con £(x,y) =y — x2. Calculando la
(0, )T y aplicando el corolario,

V(82— 0) Y% A0, + 362)

Pero tenemos,
V(X — 6) 5 N (0,0)

y X, es un mejor estimador de # que 32.



2.Fundamentos de estimacion

2.1.Principios de estimacién



2.1.1. Método de momentos

Para estimar una cantidad que se escribe como E [h(X)], usamos
la convergencia

LS hX) — E[(X)]
i=1

si uno tiene una muestra Xi,..., X,.



2.1.1. Método de momentos

Para estimar una cantidad que se escribe como E [h(X)], usamos
la convergencia

LS hX) — E[(X)]
i=1

si uno tiene una muestra Xi,..., X,.
En muchos contextos, las cantidades se escriben como funciones de
momentos.



2.1.1. Método de momentos

Para estimar una cantidad que se escribe como E [h(X)], usamos
la convergencia

LS hOG) — E[A(X)
i=1

si uno tiene una muestra Xi,..., X,.
En muchos contextos, las cantidades se escriben como funciones
de momentos. Es lo que se llama método de momentos.



2.1.1. Método de momentos

Para estimar una cantidad que se escribe como E [h(X)], usamos
la convergencia

*Z i) — E[h(X)]

si uno tiene una muestra Xi,..., X,.
En muchos contextos, las cantidades se escriben como funciones de
momentos. Es lo que se llama método de momentos. Si denotamos

1

p1 = Eg [X] Ml,n;ZXi
i—1

p2 =Eg [X?]  fion= ZXQ,

la varianza no es un momento pero se escribe gracias a los
momentos de orden 1y 2.
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2.1.1. Método de momentos

Método de momentos
Un estimador que viene del método de momentos tiene la forma

8(9) = f(fia,n: fi2,ny - - -, flk,n)

Ejemplo: Sea Xi,..., X, una muestra de distribucién exponencial
de pardmetro \ desconocido : fx, : x — 1,=oAe . Sabemos que
E [X1] = 1, entonces un estimado de A por el método de
momentos estd dado por

Convergencia

Esos estimadores se estudian gracias a los teoremas limites del fin
del capitulo anterior. Bajo las buenas condiciones los estimadores
fii.,n convergen y tienen normalidad asintética y el método delta
permite concluir por la funcién f.
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2.1.2. Estimador de cuantiles

Es muy importante de tener una manera de estimar los cuantiles
de algunas distribuciones.

» Para las pruebas de hipdtesis.
» Para los intervalos de confianza.

Recordamos que la funcién de distribucién esta dada por
Fx(t) =P (X < t)y que el cuantile de orden 3 € [0, 1] estd dado
por qg = F;l(ﬁ) donde

Fx'(B) = inf{x : Fx(x) > B}.

Cuantile empirico
El cuantile empirico de orden 8 de una muestra Xy, ..., X, estd
dado por g, 3 = F, () donde

1 n
Fn(t) — ; Z ]]'XiSt'
i=1
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Estadisticas de orden

La definicidn de cuantiles empiricos tiene que ver con la nocién de
estadisticas de orden. Uno puede reordenar la muestra Xi,..., X,
en Xy, ..., X(n de tal manera que Vi, j,

1< J,= Xy < X(j)
Con esas notaciones

dn,8 = X([nB1)

donde [] designa la parte entera superior.
Convergencia

Teorema
Sea 3 € (0,1) tq Fx es creciente en la vecindad de qg. Entonces,

P
dns — 43
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Prueba.
Por la crecimiento de Fx, Ve > 0,

Fx(gg+€)—=B8>0 'y  B—Fx(gs—¢€)>0.

Entonces, para cada € > 0,

P(qn,g > qp + e)=P(8 > F,,(qg +¢€))

1 n
=P (n Zl ]lX,-Sq,nge < /3>
1=

1
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Prueba.
Por la crecimiento de Fx, Ve > 0,

Fx(gg+€)—=B8>0 'y  B—Fx(gs—¢€)>0.

Entonces, para cada € > 0,

P(qn,g > qp + e)=P(8 > Fn(qg +¢€))

1 n
=P (n Z ]lX,-Sq,nge < /3>
i=1
1 n
<P (n D lx<qire —P(X1 <) gp+ e> <0
i=1

Pero la LGN afirma que 2 >0 | Ix;<qs+te N P(X1 < qg+e)

n

O
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Prueba.
Por la crecimiento de Fx, Ve > 0,

Fx(gg+€)—=B8>0 'y  B—Fx(gs—¢€)>0.

Entonces, para cada € > 0,

P(qn,g > qp + e)=P(8 > Fn(qg +¢€))

1 n
=P (n Z ]lX,-Sq,nge < /3>
i=1
1 n
<P (n D lx<qire —P(X1 <) gp+ e> <0
i=1

Pero la LGN afirma que 2 >0 | Ix;<qs+e N P(Xi1<qg+e)lo

n

que implica P (g3 > g3 + €) — 0y por simetria g, g N qs. U
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Vamos a hacer algunas hipétesis de trabajo:
> Tenemos acceso a una muestra Xi,..., X, de una ley de
probabilidad desconocida.
» La distribucién de X tiene una densidad denotada f.
» Supongamos que f pertenece a una clase

F={f(|0):6c0}

Entonces 36y € © tq f(-) = f(-|0o).
» Cuando el contexto lo exige, supondremos que
V0,Vx, f(x|0) > 0. Eso siempre se reduce a una consideracion
de soporte.
Ejemplos:
1 (x=n)?

F=4{x— e 2o :(u,0)eRxR
{ \/EO' (,u ) +}




2.1.3. Maximo de verosimilitud
Vamos a hacer algunas hipétesis de trabajo:
> Tenemos acceso a una muestra Xi,..., X, de una ley de
probabilidad desconocida.
» La distribucién de X tiene una densidad denotada f.
» Supongamos que f pertenece a una clase

F={f(0):0c0}

Entonces 36y € © tq f(-) = f(-|0o).
» Cuando el contexto lo exige, supondremos que
V0,Vx, f(x|0) > 0. Eso siempre se reduce a una consideracion
de soporte.
Ejemplos:
F={xw . e_(X;:)2 t(p,0) e R xRy}
V21o ’

F={x—p(1-p'™:pel01]}
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Problematica
Cémo se puede construir un estimador 6 del valor 647

T2 Ty L3 I

Z5

Donde las dos curvas corresponden a § =0y 6 = 1.
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2.1.3. Méaximo de verosimilitud
» Si solo tuvieramos xj, que queremos contestar? 6=1 porque
Po (X1 = x1) < P1 (X1 = x1) o igualmente f(x1]0) < f(x1|1)
» Si consideramos x1 y x», sabemos que
Po (X1, X2) = (x1,x2)) = Po (X1 = x1) Po (X2 = x2)
y entonces comparamos los valores

F(x1[0)f (x2|0) y F(xa[1)f(x2]1).

» Para x1,...,X, comparamos entonces
f(x1]0) X -+ X f(x]0) y F(x1]|1) X -+ X f(x4]1)

y guardamos lo mas grande = =1 aqui.
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2.1.3. Maximo de verosimilitud

Verosimilitud
Para cada 6 € ©, la cantidad

n

Hf(Xiw)

i=1

se llama verosimilitud del parametro 6. El logaritmo de ese valor se
llama log-verosimilitud de 6.

Maximo de verosimilitud

El valor definido por

ézargmax (X0
gmax ] (10

define un estimador de 6 que se llama estimador de maximo de
verosimilitud.
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En general se prefiere la formula equivalente siguiente

0 = argmax log f(X;|0
gm: ; g F(Xi|0)

cuando el soporte de cada f(+|0) es R entero.
Ejemplo: Si tomamos la clase de funciones

1 (—=p)?
Fi=3x—>——e 2 = pueR;,
{ V2m a }

el estimador de maximo de verosimilitud estd dado por

n
i = argmaxz log £ (Xi|w)
peER i
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2.1.3. Maximo de verosimilitud

Pero > log f(Xi|u) = >0 —M + nlog \/%7 Entonces es
suficiente de minimizar

n L 2
gn) =" (X'2“)
i—1

Pero

g () =2 Z(Xi — 1)

y g'(1) =0 = ji = X,. En este caso, el estimador de maximo de
verosimilitud coincide con la media empirica.

No serd siempre el caso. En general 6 # X,
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Por la LGN, sabemos que

1 n
= log £(Xil0) = By, [F(X]0)]
i=1
para cada # € ©. En lo que sigue, denotaremos
> La(0) = 227y log F(Xi[0)

T n
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Por la LGN, sabemos que

LS log F16) 2 Bay £(X10)]

para cada # € ©. En lo que sigue, denotaremos
> La(0) =137 log f(X;|6)
> L(0) = Ey, [log f(X]0)]

Lema

Para cada 6 € ©,
L(0) < L(6o)

Ademas, la desigualdad es estricta salvo para los 0 tal que

Py, (F(X[0) = £(X]60)) = 1.
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L(0) — L(6o) = Eg, [log f(X[0) — log £(X]60o)]

 [legf(X19)
= oy Log f(xreo)]

Usando que logt <t —1,

£ L'gg&(ii’i’ﬂ = Eoo U&Zﬁ - 1]
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Prueba.
L(0) — L(6o) = Eg, [log f(X[0) — log £(X]60o)]

_ { log £(X|6) ]
% | log £(X|6o)

Usando que logt <t —1,

log f(X|0) f(X10)
o [log f(XWo)] = o [f(XWo) - 1]
f

= [ (Fi —) oo

_ / F(x|0)dx — / F(x|fo)dx =11 =0,
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Prueba.
L(0) — L(6o) = Eg, [log f(X[0) — log £(X]60o)]

Usando que logt <t —1,

s [ <= (7m0 |
i

[ Gy 1) e
/fx|0 dx—/fx]&o Jdx =1—-1=0.

La desigualdad es estricta si y solo si la desigualdad logt <t—1
es estricta si y solo si t # 1 lo que ocurre si Jx tq

F(x|0) £ f(x|60). O
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2.1.3. Maximo de verosimilitud

Comentario: Como consecuencia directa,

0o = argmax L(0).
USC]
En resumen:
» El midx de L, es en 0.
» El max de L es en 6.

» El max de L puede no ser (nico pero eso implica que el
modelo no es identifiable.

Teorema (informal)

Bajo condiciones de regularidad sobre la familia F, 0 es un
estimador consistente. Es decir

02 0,.
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Teorema (formal)
Supongamos que

> suppee | Ln(0) — L(8)] — 0

> Ve >0, supg.jg_g|>e L(0) < L(6o).

Entonces,
P
0 — 6.

Prueba.

D>

0 < L(6o) — L(0)

(regularidad)
(idenfiabilidad)
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Teorema (formal)

Supongamos que

> supgco |Ln(0) —

L(0)| N (regularidad)
> Ve >0, supg.jg_g|>e L(0) < L(6o). (idenfiabilidad)
Entonces,
=5 6.
Prueba.

Ln(60) + Ln(60) — L(H)

0 < L(60) — L(9) = L(60) -
L(80) — La(B0) + La(B) — L(D)

(60) —
L(60) — La(B0) + suppee Ln(6) — L(6)
P

0

IA A
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Teorema (formal)

Supongamos que

> supgco |Ln(0) —

L(0)| N (regularidad)
> Ve >0, supg.jg_g|>e L(0) < L(6o). (idenfiabilidad)
Entonces,
=5 6.
Prueba.
0 < L(f) — L(0) = L(6) — Ln(00) + Ln(f0) — L(D)
< L(6o) — La(6o) + La(8) — L(D)
< L(6p) — Ln(6o) + supgee Ln(0) — L(0)
1P 1P
0

0
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Por el segundo supuesto, Ve > 0, In > 0 tq V0 tq |0 — Op| > e,
L(H) < L(Qo) —n.
Lo que implica que
{16~ 00l = ¢} < {L(8) < L(60) ~n}.

y entonces,

P, (18— 0] > €) <Py, (L) < L(60) =) — O.

n—oo

. AP
Finalmente, eso demuestra que 8 — 6.
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En contextos reales, muy seguido, se puede calcular 0
explicitamente y uno puede probar la convergencia directamente
(ad hoc).

Normalidad asintética

Queremos probar algo del tipo TCL,

~

V(0 — 06) Y% N (0,0%)

Denotamos ¢(X|0) = log f(X|#). Recordamos que la informacién
de Fisher estd dada por

1(6) = Eay [£(X]6)?]

Lema
Tenemos 1(0g) = —Eq, [¢"(X|60)].
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Entonces, /( )
~ L’ (6q

n(0 — 0y) = —v/n——

V(6 — o) fL/,;(gl)
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Prueba.
Como L'(6y) = 0 (porque 6y es un extremo de L),

VL, (60) = v/n(L,(60) — L' (6o))
=/n (,1, > 0(Xil6o) — Eq, [ﬁ/(XWo)})
i=1

TE5 N(0, Varg, (£(X]60))) = N(0, /(o))

n—oo

Por otro lado, L/(8) = 31 ¢"(X;|6) —2 Bo, [¢"(X|0)] y

AP AP

0 — 0y = 91A—> Op.

Entonces, L7(61) — Eqg, [¢"(X|00)] = —1(00). (Aqui se uso que
¢" es C3) Usando el Lema de Slutsky, tenemos

V(0 — 09) L N (0,
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F={xmpA—p):pe 0]}

Entonces, log f(x|p) = xlogp+ (1 — x) log(1 — p) y

1—x X 1—x
ElXa :X_ EIX, = -
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Y entonces
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Buscamos la solucién L) (p) = 0.

n

1 Xi 1-X; X, 1-X,
HEEE | )=2-

—\p 1-p p 1-p
Y entonces,
X 1-X
U'(p)=0s " = u
& (1-p)Xn=p(1-X,)
<:}ﬁ:Yn

El resultado anterior dice

Va(p = po) 12 N(0, polL — po)).

Es el resultado del TCL!
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2.1.3. Méaximo de verosimilitud
Ejemplo: Tomamos
Fi={ae ™ :a Ry}

Entonces, log f(x|a) = loga — ax = (log f(x|a))” = —a~2. Lo
que permite ver /(a) = a~2. Calculando el maximo de

verosimilitud, tenemos

i=1
. (. o ) .~ w1
El estimador de maximo de verosimilitud esta dado por & = X, .

El resultado del teorema nos dice

d)

Va(é — ag) 1% N(0,03).
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2.2.1. Definiciones

Igual que antes, supongamos dado una muestra Xi, ..., X, de una
variable X de distribucién desconocida.

Region de confianza

Para todo « € [0,1], una region de confianza de g(f) al nivel

1 — a es un conjunto medible (entonces aleatorio) C (al respecto
de Xi, ..., Xp,) tal que para cada 6 € ©,

P, <g(9) € é) >1-a.

Cuando la desigualdad se vuelve una igualdad digamos que la
region de confianza es exactamente de nivel «.

Cuidado: El supuesto de uniformidad es importante! No
conocemos cual es el pardmetro desconocido a priori.
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2.2.1. Definiciones

Region de confianza asintética

Para todo « € [0, 1], una region de confianza asintdtica de g(0) al
nivel 1 — « es una sucesién de conjuntos medibles (entonces
aleatorio) G, (al respecto de Xi, ..., X,) tal que para cada 6 € ©,

liminf Py (g(e) € C,,) >1-a

» Se ve que la nocidén es asintética por la presencia del liminf
que permite que la propiedad se verifique solamente para n
suficientemente grande.

» Los valores usuales de a: son 1%, 5% o 10%.

» Se interpreta con frases de la forma: La probabilidad que el
verdadero pardmetro se ubique en C en la experiencia
considerada es de al menos 1 — a.
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En esta parte consideramos el caso real § € R. Entonces la region
de confianza es un subconjunto (aleatorio) de R. No tiene sentido
de buscar conjuntos que no sean conexos.

= Las regiones de confianza son intervalos de confianza I, .
Vamos a usar los diferentes métodos vistos para construirlos.

» Los estimadores son la técnica preferida para construir
intervalos de confianza.

» En general, si uno conoce muy bien el comportamiento de un
estimador 6, uno puede dar intervalos de confianza precisos.

» Si uno usa la normalidad asintética para crear un intervalo de
confianza, el intervalo de confianza serd asintético y de nivel
exactamente «.

» Si uno usa cotas uniformes, el intervalo de confianza serd
no-asintético pero muy probablemente de nivel exacto mal
alto que a.
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Eso corresponde al caso ideal si uno conoce los cuantiles de la
variable aleatoria § — 6 completamente. Si denotamos gz el
cuantile de orden 3 de esa variable, entonces

P (qa/2 <fh—6y < Ch—a/z) = Fy_9,(q1-a/2) = F5_p,(da/2)
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=1-a
Eso se puede escribir de nuevo en
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Eso corresponde al caso ideal si uno conoce los cuantiles de la
variable aleatoria § — 6 completamente. Si denotamos gz el
cuantile de orden 3 de esa variable, entonces

P <qa/2 < < Ch—a/z) = Fy_9,(q1-a/2) = F5_p,(da/2)
>1—a/2—-a/2

=1—-«
Eso se puede escribir de nuevo en
P (90 S Q1fa/2,9A - qa/2)) >21l-a
lo que permite dar el intervalo [, = [é - Q1_a/z,é — Ga/2)-

Pero en general no tenemos la informacién de q,!
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2.2.2. Intervalos de confianza

Ejemplo: Imaginamos que tengamos una muestra Xi, ..., X, de ley
N (o, 1) con 6y € R desconocido. Sabemos que X, ~ N (6, 1).
Entonces,

ﬁ(yn — 90) ~ N(O, 1).
Los cuantiles de A/(0,1) son completamente conocidos. Por
ejemplo si tomamos a = 5%, qo.05 ~ —1.645 y go.025 >~ —1.96, se

tendra
P (v/n(X, — 6p) € (—00,1.645]) ~ 0.95
P (v/n(X, — 6p) € [-1.96,1.96]) ~ 0.95.
Entonces,
- 1.967%’ n 1.96

Vn V/n
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Ejemplo: Imaginamos que tengamos una muestra Xi, ..., X, de ley
N (o, 1) con 6y € R desconocido. Sabemos que X, ~ N (6, 1).
Entonces,

ﬁ(yn - 90) ~ N(O’ 1)'

Los cuantiles de A/(0,1) son completamente conocidos. Por
ejemplo si tomamos a = 5%, qo.05 ~ —1.645 y go.025 >~ —1.96, se

tendra
P (v/n(X, — 6p) € (—00,1.645]) ~ 0.95
P (v/n(X, — 6p) € [-1.96,1.96]) ~ 0.95.
Entonces,
~ [ 196 —  1.96
h=|Xn——F=Xo+—F
1 [ vt ﬁ]
~  [< 1645
h=|X,-~—=,
2 [ vt ]

son dos intervalos de confianza de nivel 1 — .
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2.2.2. Intervalos de confianza

Es bueno de guardar en mente una estrategia general para
construir intervalos de confianza de 6.

Método general

1. Elegimos un estimador 0 de la cantidad desconocida 6.

2. Se calcula su distribucién en funcién de 6.

3. Se transforma este estimador para obtener una variable
aleatoria tal que su ley no depende mas de 6.

4. Se determinan los cuantiles de esa ley necesarios para
construir un intervalo de confianza del valor desconocido.

La etapa 4. cambia cuando la informacién es incompleta. Las
siguientes técnicas sirven justamente a reemplazar esa ultima
etapa.
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Intervalos de confianza por desigualdades de probabilidad
Cuando la varianza de nuestro estimador estd acotada
uniformemente en 6, podemos usar la desigualdad

Proposicién (B-T)
Sean una variable aleatoria Y que tiene una varianza finita
Var(Y') < +o0. Entonces,

Var(Y)

P(Y-E[V]| 29 <75

Supongamos que el estimador f es sin sesgo. Entonces en nuestro
caso Var (é) = Var (é — 90> < M tal que M no depende de 8, por

lo tanto, V0,
M

P(WA—%’ZE) <3

Finalmente, tomar ¢g = /M /a nos da un intervalo de confianza
I =10 — €0,0 + €] de nivel 1 — a.
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2.2.2. Intervalos de confianza

Ejemplo: Sean Xi,..., X, variable de Bernoulli B(fp). Sabemos
que Var (X1) = fp(1 — 6p) < 7. Entonces para cada 0,

- 1
Py ([Xn =02 €) < 7

Eligimos ¢g = 2\/@ lo que nos da un intervalo
I=[X,- 2\/@ Xn +2F]den|ve|1—o¢

» En la practica, este intervalo de confianza no es muy bueno.
» Si 6 es lejos de 1/2 la varianza es lejos de la cota superior...

» La desigualdad de B-T no es muy precisa.
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2.2.2. Intervalos de confianza

Casos de variables acotadas
Si las variables X; viven en un espacio acotado tenemos un
resultado mas fuerte:

Proposicién (Hoeffding)

Sean Y1,..., Y, variables aleatorias independientes tq

Vi, E[Y;] =0y a; < Y; < bj casi seguramente (donde los a; y b;
son deterministas). Entonces,

. 22
P (; Y > t) < exp <W)

En particular, si las Y; son i.i.d. con a < Y; < b,

P([Ynl =€) <2exp <—(szi)2>
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En el ejemplo anterior, tomamos Y; = X;— 60, a= -0y b=1-0.
Vemos que el valor de € tiene que ser tal que

2ne?
2 exp —m =«

1 2

€=14/—log—
o

lo que da

y finalmente el intervalo de confianza que podemos escribir es

~ - /1 2 = 1 2
| = [Xn— %Ioga,xn—{' Zloga]

El tamafo de un intervalo asi es 21/2—1,7 Iog%. El intervalo dado

1 s .
NG Esa segunda técnica es mucho

por el método de B-T es
mejor.
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Vimos que tener informacién sobre la varianza de nuestro
estimador es fundamental para poder crear intervalos de confianza
validos. Siendo un parametro también, la varianza es casi siempre
desconocida.

Estimacién consistente de o?

Supongamos que el pardmetro desconocido 0 es la esperanza de
una variable aleatoria Y; = g(X;). En el caso de tener una
estimacién consistente de o2, podemos usar el Lema de Slutsky y
la normalidad asintética del estimador Y.

Supongamos que

V(Yo —E[Y]) D N(0,0%) 82 5 o2

entonces,
f(»‘/n “E[Y]) ‘% A0, 1)

n
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dado por

N v, é\'n "/ 6'n
)
n

lo = |Yn— G102 /n Yn— qa/2%

donde gz son los cuantiles de la distribucién normal estdndar.
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Entonces, podemos crear el intervalo de confianza asintético I,
dado por

N v, 6'n "/ 6'n

I = [Y,, - ql—a/2ﬁ7 Yn— qa/2\/5:|
donde gz son los cuantiles de la distribucién normal estandar. Por
ejemplo en el caso de o = 5%, el intervalo sera dado por
On < G
—, Y, +1.96—=

n

= [Y/n — 1.96ﬁ, f} .

» De nuevo esa técnica tiene la ventaja de ser muy general.
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Entonces, podemos crear el intervalo de confianza asintético I,
dado por
7 "/ a'n "/ 6'n
I = |:Yn —Q1-a/2 = Yn— qa/2:|
Vvn V/n
donde gz son los cuantiles de la distribucién normal estandar. Por
ejemplo en el caso de o = 5%, el intervalo sera dado por

In v, +1.960
n

= [Y/n — 1.96ﬁ, f} .

» De nuevo esa técnica tiene la ventaja de ser muy general.

» El intervalo de confianza es asintdtico.
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Estabilizacién de varianza
La idea de la técnica de estabilizacién de varianza es de usar el
método delta para reemplazar la estimacién de 8 por la estimacién
de ¢(0) por una funcién ¢ suficientemente suave. Supongamos
» 1 = ¢(0) donde ¢ es derivable en 6 y biyectiva.
» Tenemos un estimador 0 de 0 pero de varianza desconocida
a(0).
> /(0 - 0) Y% A0, 0(0)?)

Por el método delta,

V() — n) % N(0,¢/(0)%0(0)?)

Eso permite ver que una buena eleccién de ¢ es tal que

¢(0)o(0) = 1]
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Entonces un intervalo de confianza de nivel a de 7 sera
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Entonces un intervalo de confianza de nivel a de 7 sera
A A q1—a/2 A a2
Iy = 0) — ,0(0) — .
900 - 22, o) - 2

donde los gg designan los cuantiles de orden 3 de la distribucién
normal estdndar. En consecuencia, el intervalo de confianza para
0 = ¢~%(n) sera dado por

~ — A q1—a/2 -1 A da/2
o= o7 (0) — : 0) — :
o7 (o) - 222 o (o) - 22
Reducimos el problema de la estimacién de varianza a un
problema de ecuaciones diferenciales:

)= -
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2.2.2. Intervalos de confianza
Ejemplo: Sean Xi,..., X, una muestra de variables de Poisson de

pardmetro A desconocido. Sabemos que X, es un estimador
consistente de A\ y

V(%o = 2) 19 A0, ).

Entonces, o(\) = v/A y buscamos una funcién ¢ tal que

iy L . _
¢'(\) = 7 lo que permite fijar p(\) = 2V/A.

Entonces, por el método delta,

Vn(2v/' X, - 9 Ar(0,1)

y un intervalo de confianza para el parametro A de nivel 95% estd

dado por
< _ 196 2 JE 4 1.96\2
" 2yn)’ " 2y/n

lso, =
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Intervalos simultaneos
Cuando los pardmetros que estimar son dos o mas, podemos
combinar los intervalos de confianza gracias a la técnica de la cota

unién.

Sea /1 un intervalo de confianza de nivel 1 — « para un pardmetro
01 y b un intervalo de confianza de nivel 1 — 3 para un pardmetro
0>. Entonces,

P(ele/}yezefz)zl—a—ﬁ.

Consecuencia: los dos pardametros pertenecen a sus intervalos de
confianza respectivos simultdaneamente con probabllldad al menos
1 — o — 3. Es equivalente de decir que h x b es una region de
confianza de nivel 1 — a — f3.



2.Fundamentos de estimacion

2.3.Pruebas de hipdtesis
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Las ideas atrds de las pruebas de hipdtesis son
» Formalizar un pregunta real por la cual la muestra Xi,..., X,
contiene informacion.
» Descartar hipdtesis que parecen incompatibles con los datos
X1,y Xn.
» Cuidado: En general, la idea de las pruebas de hipdtesis no es
de confirmar un hecho!!
Prueba binaria
Llamamos prueba de hipdtesis una funcién T(Xi,...,X,) que
toma sus valores en {0,1}.

Una distincion de caso sobre la distribucién desconocida Py es una
particién

©=06pUBO; con ©yNO; =0.
Interpretacion : Si la prueba de hipdtesis T es perfecta, hemos de

tener
T=10c0; y T=0&0c6,
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Hipotesis Hy y H;

Denotamos Hp : 0 € ©g y Hy : 8 € ©1. Veremos que en la
literatura estadistica, las dos hipétesis Hy y Hy no tienen papeles
intercambiables.

Error de primer especie
La funcién a : ©9 — [0, 1] dada por

a(0) =By (T(Xq, ..., X,) = 1)

se llama error de primer especie. Se dice que la prueba T es de
nivel a € [0, 1] cuando el real

o = sup a(f)
[ASSN

es menor o igual a a.
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Interpretacién: a mide la probabilidad maxima de hacer una
equivocacién en pensar que 6 € ©1 (porque T = 1) aunque

0 € Oy.

Error de segundo especie
La funcién 5 : ©1 — [0,1] dada por

B(0) =Py (T = 0)
se llama error de segundo especie.

Potencia de T
La funcién 7 : © — [0, 1] dada por

m(0) =Py (T =1) =Ey [T = 1]

se llama funcién de potencia del la prueba T.
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La funcién 7 resume las funciones o y 3. En efecto, sobre Oy,
w(0) = a(f) y sobre ©1, 7(0) =1 — ().

Uno espera que
» 7 sea cerca de 0 sobre el conjunto ©y,
» 7 sea cerca de 1 sobre el conjunto ©;.
» Pero en muchos casos hay una frontera entre ©g y ©;1 y la
funcién 7 es continua.

Resulta que encontrar una buena prueba de hipdtesis en una vez
mas un juego de balance/optimizacién de dos cantidades
dependiendo de la distribucién desconocida.

Relacion UMP(«)

Sean dos tests T1 y T de nivel a. Digamos que T; es mas
potente que T si V6 € ©1, 1 — 3 (0) > 1 — j,(0). Se dice que T
es UMP(«) si es mas popente que cada prueba de nivel .
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Ejemplo: Si consideramos una muestra de variables
Xi,...,Xp ~N(0,1), podemos probar si
> Hy:60>0o,
> H;:0<0.
Con nuestro formalismo, eso sera ©g = [0, +0) y ©1 = (—o0, 0).

Una manera natural de proceder es de basarse sobre la cantidad X,
y de considerar
T = ]].)_(n<0.

Basado a esa formula de definicién, podemos calcular los errores «
y B. Calculamos directamente la funcién de potencia. Como

sabemos que X, ~ N (6, %)
7(6) = Py (X, < 0) = &(—0v/7)

donde ® es la funcién de distribucion de una normal estandar.
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I [=0, 0°=0.2, == _
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10 T T T T T T T T T
I [=0, 0°=0.2, == -
o8 =0, 0?=1.0, m—
“l p=o0, 0?=50,—
F [=-2, 0°=0.5, = -
~ 06
~
N—/ | —
S
S 04
02
0.0
| | | | | | | | | |
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
X

Se ve que cuando n — oo, la funcién de potencia 7 se acerca de la
funcién de potencia ideal. Pero,

o =supm(f) = d(0) =05
0>0

lo que no es genial...
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En conclusidn, se introduce una disimétrica entre las dos hipdtesis.
(Ver etapa 3.)

Metodologia
Basandonos sobre el ejemplo, podemos pensar en una metodologia
para crear pruebas de hipétesis.

1. Identificar un estimador 0 del pardmetro en juego en las
hipdtesis Hy y Hs.
2. Se elige un nivel de prueba a.

3. Se calcula una zona R de rechazo tal que a* < «.. Es la zona
donde queremos que # €« R< T = 1.

4. Calculamos la potencia de la prueba para confirmar la utilidad
de la prueba de hipdtesis.

5. (opcional) Calculamos el p-valor.
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Una otra manera de cuantificar la cualidad de una prueba de
hipdtesis T es a través de la nocién de p-valor.

p-valor

Ahora supongamos que tenemos a nuestra disposicién una
coleccién de tests T, tal que para cada « € [0,1], T, es de nivel a.
La cantidad

p(X1,..., Xn) =sup{a: To(Xi,..., X)) =0}
se llama p-valor de la (coleccién de) prueba de hipdtesis T,.

Cuando uno solo tiene una tnica prueba, o que solo hay un solo «
disponible, tendremos p = a.. Por eso, ciertos autores confunden
las dos nociones.
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El p-valor es una variable aleatoria en [0, 1].

En términos informales, el p-valor es el mayor nivel que
autoriza a aceptar Hp. Entonces, es un indice de la
credibilidad de Hp.

En la practica, rechazamos Hy cuando el p-valor es bajo un
cierto nivel tipico (por ejemplo 5%).

Si p es grande, no significa que podemos aceptar Hp! La
coleccién de pruebas de hipdtesis puede no ser potente...
Casi seguramente tenemos a — T, (X1, ..., Xy) es creciente,
lo que justifica la definicién y permite ver que

p(Xi,. .., Xn) = infla: To(Xy,..., X,) =1}

La sucesién de la regiones de rechazo es creciente (en el
sentido de la inclusién).
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2.3.1. Formalismo
Ejemplo: Imaginamos que nuestra prueba de hipétesis sea de la

forma

Ta = lxn<ka
donde o — k, es una funcidn creciente de « para asegurar que T,
sea de nivel a tq kg = —oo y ki = +00. Condicionalmente a las
variables Xi, ..., X,, X, es fijo y podemos ver que el p-valor estd

caracterizado por
kp = Xn

Entonces, si retomamos el ejemplo anterior (con esa clase de T,),
tenemos a = supysq P((ko — 0)v/n) = ®(kar/n) lo que permite
deducir que

pP= (D(Xnﬁ)
Comentario: En general cuando la prueba de hipétesis es de la
forma T, = Ip(x,,... x,)<k, donde a* = a, el p-valor esta dado por

p(x1,...,xn) = sup Py (h(X1,...,X5) < h(x1,...,Xn))
[dSEH
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Vamos a estudiar varios contextos donde intentamos de definir

buenos tests. En algunos contextos, podemos probar que esos tests
son UMP(«).

Ajuste a un parametro
Las dos alternativas son

Ho 10 = H,ef
Hy - 0 ;ﬁ (9,6f o 0 < 9ref (0] 0 > 9,6f

Ejemplo: Supongamos tener Xi, ..., X, de ley de momento de
orden 2 finito. Por el teorema central limite,

hn(X) = v/n <)_<”_'uref>

o3

converge a una variable normal estdndar si E[Xi] = pref-
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Entonces podemos definir
To = 1p,(x)eRa

donde R, = (—00, qa/2) U (G1—qa/2, +00) donde g son los
cuantiles de la variable normal estandar. Por definicién T, es de
nivel a.

Si X = (X1,...,X,) es de media pt # pirer, hn(X) — *oc.
Entonces, a partir de un cierto n suficiente grande, h,(X) € R,. Y
finalmente 3(6) — 0 lo que permite decir que esta prueba es

- n o0

asintéticamente optima.
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Prueba de ajuste a una distribucién
Sea una distribucién definida por su funcién de distribucién G. Sea
F la funcién de distribucién de la muestra Xi, ..., X,.
Consideramos las alternativas

H():F:G
H1:F75G

Consideramos la funcién de distribucién empirica
Fn(x) = n71Y" 1x,<x. La estadistica

hn(X1, ..., Xn) = sup |Fn(x) — G(x)|
xER

permite de distinguir entre las dos alternativas. En particular, se
puede probar que

Pe <§2£|Fn(x) — F(x)| > \%) = 22 ) Lexp(—2c?r?)
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Si tomamos c tal que a(c) = a, la prueba T, = 1, (x)er, con
Ry = (=00, —c//n) U (c/+/n,+00) es de nivel asintético . Esa
metodologia se llama prueba de Kolmogorov-Smirnov.

Prueba de Shapiro-Wilk
Esa prueba sirve en el caso donde G sea una distribucién normal.
Se basa sobre la estadistica

(X0 aix)

)= S

donde
> x(iy son las estadisticas de orden.

_ m'v-1
> (a1,...,ap) = (mTV—IV—1m)i/Z"
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Si tomamos c tal que a(c) = a, la prueba T, = 1, (x)er, con
Ry = (=00, —c//n) U (c/+/n,+00) es de nivel asintético . Esa
metodologia se llama prueba de Kolmogorov-Smirnov.

Prueba de Shapiro-Wilk
Esa prueba sirve en el caso donde G sea una distribucién normal.
Se basa sobre la estadistica

(X0 aix)

ha(X) = =5—F—
> (X — Xn)?
donde
> x(iy son las estadisticas de orden.
val
> (a]_,...,an) = W\%W'
» donde m = (my,...,m,)T son las esperanzas de
(Nys---»N@ny) y V la matriz de varianza-covarianza de este

vector.
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Prueba de Neyman-Pearson
El contexto de esta prueba es de distinguir entre las dos
alternativas

Ho: 6 =200
H12(9:91.

Teorema (Neyman-Pearson)
Sea a € (0,1) y denotamos

Vx(01) _ 5, (X)
Vx(6o)  fo,(X)

la razén de verosimilitud. Sea To = 1p,(x)>k, tal que
Py, (To = 1) = . Entonces, esta prueba de hipdtesis es UMP(«).

ha(X) =



2.3.2. Ejemplos de pruebas de hipdtesis
Prueba.

Sea ¢ una otra prueba de hipétesis de nivel « lo que se escribe



2.3.2. Ejemplos de pruebas de hipdtesis
Prueba.

Sea ¢ una otra prueba de hipétesis de nivel « lo que se escribe

Ego [0(X)] =Po, (¢ =1) <y Egy [T(X) — ¢(X)] = 0.



2.3.2. Ejemplos de pruebas de hipdtesis
Prueba.

Sea ¢ una otra prueba de hipétesis de nivel « lo que se escribe

Ego [0(X)] =Po, (¢ =1) <y Egy [T(X) — ¢(X)] = 0.

La meta es de mostrar que Ey, [T] > Eg, [¢].



2.3.2. Ejemplos de pruebas de hipdtesis
Prueba.

Sea ¢ una otra prueba de hipétesis de nivel « lo que se escribe

Ego [0(X)] =Po, (¢ =1) <y Egy [T(X) — ¢(X)] = 0.

La meta es de mostrar que Eg, [T] > Eg, [¢]. Pero

Eg, [T(X) — ¢(X)] = kalg, [T(X) — ¢(X)]



2.3.2. Ejemplos de pruebas de hipdtesis
Prueba.

Sea ¢ una otra prueba de hipétesis de nivel « lo que se escribe

Egy [p(X)] =Pgy (¢ =1) <y Eg [T(X) = o(X)] 2 0.
La meta es de mostrar que Eg, [T] > Eg, [¢]. Pero
Eg, [T(X) = o(X)] = kalg, [T(X) = ¢(X)]
_ for (x)
=B, | (T00) = 600) 222 |+ Bo, [(T00 = 6(X)) 1,1

fao(X)
— koo, [T(X) — ¢(X)]



2.3.2. Ejemplos de pruebas de hipdtesis
Prueba.

Sea ¢ una otra prueba de hipétesis de nivel « lo que se escribe
Ego [0(X)] =Po, (9 =1) <y Eg, [T(X) = $(X)] = 0.

La meta es de mostrar que Eg, [T] > Eg, [¢]. Pero

Eo, [T(X) = ¢(X)] = kaEo, [T(X) = &(X)]

~ Ea, [(T00 = 000) 222 +Ea (700 - 600) L1 -0




2.3.2. Ejemplos de pruebas de hipdtesis
Prueba.

Sea ¢ una otra prueba de hipétesis de nivel « lo que se escribe
Ego [0(X)] =Po, (9 =1) <y Eg, [T(X) = $(X)] = 0.

La meta es de mostrar que Eg, [T] > Eg, [¢]. Pero

Eo, [T(X) = ¢(X)] = kaEo, [T(X) = &(X)]

~ Ea, [(T00 = 000) 222 +Ea (700 - 600) L1 -0




2.3.2. Ejemplos de pruebas de hipdtesis
Prueba.

Sea ¢ una otra prueba de hipétesis de nivel « lo que se escribe
Ego [0(X)] =Po, (9 =1) <y Eg, [T(X) = $(X)] = 0.

La meta es de mostrar que Eg, [T] > Eg, [¢]. Pero

Eo, [T(X) = ¢(X)] = kaEo, [T(X) = &(X)]

~ Ea, [(T00 = 000) 222 +Ea (700 - 600) L1 -0

Entonces, Eg, [T(X) — ¢(X)] > kalg, [T(X) — 6(X)] =0 O
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2.3.2. Ejemplos de pruebas de hipdtesis

Ejemplo: Si tomamos una vez mas nuestro ejemplo

Xi,...,Xn ~N(0,1) y que consideramos las dos alternativas
Hy:6=0
Hy:6=1.

La razén de verosimilitud es h(X) = Kig(l); donde

() = (5= ) oo (—i _l(x,- - 0)2> .

Entonces, eso se escribe

ha(X) = exp (g(zXn - 1))

Finalmente, el test toma la forma

To = 1% ke
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3.1.1. Repasos

Recordamos rapidamente los hechos fundamentales de los vectores

gaussianos.

Definicién

Sea X = (X1,...,Xk)" un vector aleatorio. Se dice que X es un
vector gaussiano si y solo si Vt € R, tT X es una variable
gaussiana.

» Su esperanza estd dada por

n=E[X] = (E[X].....E[X)T.
» Su matriz de varianza-coravianza

Y =Var(X)=E [(X —E[X])(X —IE[X])T].
» Es de funcidén de caracteristica, Vt € Rk,

)
ox(t) = exp (ftm -t 2&) .
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Linealidad y Independencia
Repasamos algunas propiedades:

Proposicion
Sea X € R¥ un vector gaussiano N'(11,X). Entonces
> VAe Mpyk(R)ybe RX’, tenemos

AX + b~ N(Au+ b, AZAT)
» [as componentes X; son tal que

Vi # j, Xi y X son independientes < Cov(X;, X;) = 0.

Comentario: El sentido = es verdad para cada tipo de distribucién.
El sentido <= es Unicamente verdad para vectores gaussianos.
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En los capitulos anteriores, trabajamos con vectores gaussianos sin
dar una definicién limpia (ver seccién TCL 1.6.2) Aqui tratamos el
caso general.

Densidad de un vector gaussiano
Sea X un vector gaussiano de R¥ y sean = E[X] y ¥ = Var (X).
Tenemos
1. La distribucién de X admite una densidad en R¥ si y solo si &
es invertible.

2. En este caso, Vx € RX,

s (x) = (\/12—7) k delt(z) exp (—;(X —p) T (x - u)>

3. Si X no es invertible, X — p1 pertenece c.s. al sub-espacio de
R¥ generado por los vectores propios asociados a los valores
propios distinto de zero de ..
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una base orthonormal (u1, ..., ux) asociada a los valores propios

A1 > A= 2 Ak
Sea U la matriz ortogonal creada por los vectores u; y denotamos
r el rango de esa matriz. Entonces A, >0y A\py1 =--- =X =0.

Yy =uruT = (UvVT)(UVT)T

donde
VAL
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Prueba.

Por linealidad, los dos vectores X y p+ UvTY donde

Y ~ N(0,1d) tienen la misma distribucién. Por definicidn,
Im(U\ﬁ) es el espacio generado por los vectores propios de 2 lo
que justifica 3.

Supongamos que X es invertible. Sea g una funcién continua y
acotada.

Elg(u+ UVTY)]
k 2
_ 1 Vi gy
—/leg(quUﬁY)il;[l\/Eexp( 2>dy,

_ g(X) _1 TS =17y
_/Rk (27)</2det(UT) eXp( X)X )> i

por el cambio de variable X = pu + UVTY. OJ
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Prueba.

En efecto,
IYI2 = (X = VT U2
= VU X = ) 2
= (X =) TUVT VTUHX - )
= (X =)= X = p)
y el determinante de la matriz Jacobiana estd dado por

| det(J)| = | det(UVT)| = | det(vT)| = v/det(T)
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Prueba.
En efecto,

IY[P = [(X = VT U
— VT U X = )P
— (X —p)TUVT VU (X = )

= (X =)= X = p)
y el determinante de la matriz Jacobiana estd dado por
| det(J)| = | det(UVT)| = | det(vT)| = v/det(T)

O

Comentario: El limite del TCL vectorial es un vector gaussiano!
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Distribucién de x?
La distribucién del x? se define gracias a la estructura euclidiana
del espacio. Consideramos el espacio vectorial (R, (-,-)) y su

norma euclidiana || - ||2 asociada.
Def-Teorema (x?)
Sea X = (X1,...,Xx) un vector gaussiano de R¥ tal que

E[X] = pu y Var(X) = Id. Entonces, la distribucién de la variable
|X[|3 = X2+ - + X? depende unicamente de los pardmetros k y
|12|2. Digamos que ||X||3 sigue una ley del x? con k grados de
libertad y centro ||u||3. Se nota

IX12 ~ x?(k, [ll13)-

Cuando ||i1]| = 0, denotamos || X||3 ~ x?(k).
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Prueba.

La distribucién depende a priori de k y de p.

Supongamos que ||u|| > 0. X ~ (u,Id) y sea Y ~ (¢/,1d) tq
lgell2 = [|1]|2. Entonces, existe una matriz ortogonal tq u = Uy’

Tenemos, UY ~ N (Up/, UIdUT) = N(p,Id) lo que prueba que X
y UY tienen la misma distribucion.

Pero, ||Y|I3 = ||UY||3 ~ || X]3, y entonces || X]|2 solo depende de
[ 4l]2- -
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Se puede calcular E[X] y Var(X) por X ~ x?(k).

» Nos basamos sobre el hecho: si N ~ N(0,1) entonces
E [Nz] =1y E [N4] = 3. Entonces,

k
E[X]=) E[X?] =k
i=1

E[X?] =E

() ] -SR]+ TR E D]
=3k +k*—k

Entonces, Var (X) = 2k + k? — k? = 2k.
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> Se puede calcular la densidad de x?(k).

_ 1 k/2—1 —x/2
fx2(k)(X) = 2’</2F(k/2)x e

donde ['(a) = [;7 ta~1e~tdt, con la técnica del cambio de
variable ...

Ley de Student
Sea X ~ N (u,1) y Y ~ x2(k). La distribucién de

Z =

ERll

se llama distribucion de Student con k grados de libertad. Se
denota Z ~ 7(k, ).
Cuando p =0, se nota Z ~ 7(k).
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0,45
04 | —k=1

E —k=2
0,35 F k=5

E k=10
03 F k=infini

0,25
0,2
0,15
0,1

0,05 F

=
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

» Hay la convergencia 7(n) {9, N(0,1) (Slutsky y TCL)
» Las colas de 7(k) son mas pesadas que las de N/(0,1).
» Como N(0,1), 7(k) es simétrica.

» Su densidad esta dada por

k1)), R e
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3.1.3. Teorema de Cochran

Una herramienta fundamental es

Teorema (Cochran)

Sea X ~ N(p,Id) y E1 @ --- @ E, = R¥ una descomposicién del
espacio en sub-espacios ortogonales de dimensiones respectivas
di,...,d,.

Sean MNg,, ..., Mg, las proyecciones ortogonales sobre E;, ... E;.
Entonces,
» Los vectores g, X, ..., g, X son gaussianos y

independientes.
> Forallj=1,...,r

INgXIZ ~ x*(d;, IMg;nll3)
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3.1.3. Teorema de Cochran

Prueba.
Para todo j € {1,...,n}, sea (&1, .-, ¢€q;) una base ortonormal
de E;. Entonces,

qj
HEJX = Z(ekaX)ej7k.
k=1
Sea U= ((e11,---,€Ld)s---s(€r1s---,€rd)) T la matriz
ortogonal de cambio de variables. Es tal que UUT = Id. Tenemos
UX ~ N (U, Id).

En particular, las coordenadas de UX son independientes (porque
Var (UX) = Id). Esas variables son las

T
ej’kX

Entonces, los grupos formados de esas variables forman grupos de
variables independientes. L]
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Prueba.
Y VY, k,
kX NN( k}ua )
Entonces,
d;
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Prueba.
Y VY, k,
kX NN( k}ua )
Entonces,
d;
HHEJ-XH% = Z(ej,TkX)2
k=1

es una suma de variables gaussianas independientes formando una
vector gaussiano de esperanza lNg u. Entonces

Mg XI5 ~ x(dj, Mg ull3)- O
Independencia de los estimadores [ y o2

Nos ponemos en el contexto de una muestra de variables
gaussianas de distribucién N(u, 02) con p 'y o desconocidos. La
log-verosimilitud se maximiza por

An — )_<n y §r27 = — Z(X’ _ )_<n)2
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3.1.3. Teorema de Cochran
Proposicién
Sean Xi, ..., X, variables i.i.d. de distribucion N (i, o?).
Entonces,
> i, y §2 son independientes.
> X, ~ N(u,0%/n).

> ';;'2' ~ x?(n—1).
D _
=) 7(n—1).

Prueba.

Sean Y; = % de tal manera que X; ~ N(0,1). Sea E = Vect(e)
donde e = (1,...,1)T conR" = E® E*.

Entonces

e 1 1 — _
) (e" Y)e p ; e e

e
NeY = £
E <ﬁ7 n n
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Por el otro lado,

Ylfyn
MerY =Y —TgY = :
Y,— Ya

Por el teorema de Cochran, lo vectores gaussianos

Yne Yy Y —TgY

son independientes asi que lo mismo ocurre para X,e y X — MgX.
Como i, es una funcién de X,e y 52 es una funcién de X — MgX,
tenemos que /i, y $2 son independientes. Finalmente,

a2

ns
B = INes YIB ~ (- 1)

Ko—p1

eI ~ 7(n—1).

y
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3.1.3. Teorema de Cochran
Ejemplo:
» Si denotamos t = t,_11_,/2 €l cuantile de orden 1 — 5 de
7(n — 1), definimos

N T S ety

de tal manera que P(pu € I,o) =1 —a.
» Si denotamos C = C,_1,1—« el cuantile de orden 1 — « de
x2(n — 1) entonces

es un intervalo de confianza de orden 1 — o de 2.
» Por independencia,

P ((11,02) € Ina X Jna) = (1 —a)? > 1 - 2a.
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3.2.1. Dos modelos

Uno tiene acceso a un vector de observaciones
Y =(Y1,...,Y,)" € R". Denotamos m su vector de esperanzas.

Modelo gaussiano lineal (F1)

» Digamos que Y sigue un modelo gaussiano lineal si
Y=m+e (F1)

donde € ~ N(0,21,). Los parametros desconocidos son m 'y

o?.

» Uno hace la hipdtesis que m € V donde V es un sub-espacio
conocido de R".

Comentario: Aqui es comin de tener que dim(V) = p sea mucho
mas pequeno que n. Uno piensa de la manera siguiente:

“Tratamos de encontrar p variables para explicar un vector de
dimensién n."
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3.2.1. Dos modelos

Vamos a ver una segunda formulacién basada en el formalismo del
modelo estadistico.

» Conjunto de pardmetros : © = V x R,.

» Para cada 0 = (m,02), Py = N(m,o?l,)

» El modelo es (R", B(R"), Pp,0 € V x Ry).
Podemos escribir:

Modelo gaussiano lineal (F2)

» Digamos que Y sigue un modelo gaussiano lineal si

Y = X3+ (F2)
donde € ~ N(0, 521,).

» El parametro 5 = (f1,...,0p) € RP es desconocido y la
matrix X € Mpxp(R) es conocida. Se llama matriz de
variables explicativas.

Dar la informacién de X es equivalente a dar la informacién de V.
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3.2.1. Dos modelos

Comentario: Si t € {1,...,n},

v

p
Yt = ZBJXW + €t.
j=1

Y: es el resultado.

Los 3; dan la dependencia lineal.

Los X;j son los condiciones de la experiencia (valores de los
pardmetros de experiencia).

Los ¢; es el impacto de otros factores exteriores no tomados
en cuenta en la modelacién.
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Ejemplo 1: Una empresa de automobiles tiene buenas razones de
pensar que el precio Y; que una persona t estd dispuesta a pagar
para un coche se relaciona linealmente a su ingreso X1y ala
distancia X;> recorrida cada dia por esa persona t.
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Ejemplo 1: Una empresa de automobiles tiene buenas razones de
pensar que el precio Y; que una persona t estd dispuesta a pagar
para un coche se relaciona linealmente a su ingreso X1y ala
distancia X;> recorrida cada dia por esa persona t. La modelacién
propuesta es entonces

Y =+ B1Xe1 + BoXep + €
con ¢; ~ N(0,02). Es la formulacién (F2).

Si uno pone
my = p+ B1Xe1 + BaXe2

ym:(ml,...,m,,)T



3.2.2. Ejemplos

Ejemplo 1: Una empresa de automobiles tiene buenas razones de
pensar que el precio Y; que una persona t estd dispuesta a pagar
para un coche se relaciona linealmente a su ingreso X1y ala
distancia X;> recorrida cada dia por esa persona t. La modelacién
propuesta es entonces

Y =+ B1Xe1 + BoXep + €
con ¢; ~ N(0,02). Es la formulacién (F2).

Si uno pone
me = pu+ B1Xe1 + BoXe2

y m=(my,...,m,)" pasamos a la formulacién (F1) con
V = VeCt(Xo,Xl,Xg)

con Xo=(1,...,1)7, Xy = (Xg1,.--,Xn1) T y
Xo = (X125 Xn2)T.

’
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Ejemplo 2: Una empresa agro-quimica quiere probar un nuevo
fertilizante organico. Lo compara con su mejor fertilizante actual.
Quiere probar la diferencia de efecto en dos tipos de cultivos :
Cereales o plantas verdes. Dispone de n = 4q terrenos donde
aplica g veces cada combinacién posible. Denotamos c1, ¢, ¢3, Ca
el rendimiento medio del cultivo en cada de los cuatro casos
referido a un rendimiento de referencia p.
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3.2.2. Ejemplos

Ejemplo 2: Una empresa agro-quimica quiere probar un nuevo
fertilizante organico. Lo compara con su mejor fertilizante actual.
Quiere probar la diferencia de efecto en dos tipos de cultivos :
Cereales o plantas verdes. Dispone de n = 4q terrenos donde
aplica g veces cada combinacién posible. Denotamos c1, ¢, ¢3, Ca
el rendimiento medio del cultivo en cada de los cuatro casos
referido a un rendimiento de referencia u. La modelacion se
escribe Vt € {1,...,q} y Vk € {1,2,3,4},

Yir(k—1)g = B+ Ck + €tq(k—1)q
con €y (k—1)q ~ N(0,02).

Ejercicio : Escribir la matriz X que corresponde en este caso.
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3.2.2. Ejemplos
Comentarios:
» Si KerX # {0} el modelo no es identifiable.
Pedir que KerX = {0} es equivalente a rg(X) =po a
Im(X) = V.
> En el ejemplo 2, el modelo no es identifiable.

» Cuando el modelo no es identifiable, reducimos los parametros
a un conjunto ma pequefio. Por ejemplo R? — V' tq
Vm e Im(X),3!18 € V' con m = Xp.

Por ejemplo, podemos tomar V' = (KerX)'.

En el ejemplo 2, podemos tomar

eV ={(ma,e.aa) a+tctata=0}

Be V' ={(uc,c,c3c) :p=0}
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Tomamos la formulacién (F1) : Y = m+e.
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3.2.3. Estimadores de my o2
Vamos a dar dos resultados equivalentes basados en las dos
formulaciones del modelo gaussiano lineal.
Teorema (F1)
Tomamos la formulacién (F1) : Y = m+e.

» El estimador MLE (de maximo de verosimilitud) es
0, = (1, 82) donde

m=TlyY
. 1
2=y -nyvi3

» Los estimadores 11 y §2 son independientes y

A n A,

M~ N(m,o?My)  y ;sﬁwf(n—p)
Prueba.
Es una otra aplicacién de Cochran. (con el hecho

Ny /1,0 =My)
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meV



3.2.3. Estimadores de my o2

Comentarios

> 11 no tiene sesgo pero E [§2] = 02"

"=y entonces §2 tiene
sesgo (que depende de p y n).

» Un otro estimador sin sesgo de la varianza es
A2 1

O-H n—pHY_rIVYH%

> m es también el estimador de minimos cuadrados

m € argmin||Y — m||2
meV

» Recordamos que p es la dimensién del espacio V' y que por
definiciéon V =Im X.
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Supongamos que Ker X = {0} (i.e. XT X es invertible y el modelo
es identifiable).
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Propongamos una otra formulacién del teorema en la formulacién
(F2).
Teorema (F2)

Supongamos que Ker X = {0} (i.e. XT X es invertible y el modelo
es identifiable). Tomamos la formulacion (F2): Y = X +e.
Entonces,

> El estimador MLE es 0, = ($3,,52) donde
1 21 5112
5n—( X)~ Xy y Sn:EHY_XBnHZ
» Los dos estimadores BA,, y 82 son independientes y

Bon N(B,2(XTX) ) 582~ xP(n—p).
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Prueba.
Es una nueva formulacién. Vamos a ver que My = X(XTX)71XT.
Por ahora ponemos A := X(XTX)~1XT. Tenemos

» Calculando el cuadrado
A2 = X(XTX)HXTX)(XTX)IXT = X(XTX)"IXT = A

Entonces A es un proyector.

P> Tenemos también
AT — (X(XTX)_IXT)T — (XT)T((XTX)_I)TXT — A,

lo que muestra que el proyector A es ortogonal.

» Vemos directamente que Im A C V. Pero vemos que por el
supuesto que Ker X = {0}, rgA = p lo que implica que
ImA=V.
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Prueba.

Esos tres hechos prueban que A = T1y,. Entonces,
NyY == X3,

lo que implica que B, = (XTX)"1XTY. Como
Y ~ N(XB,0%l,), tenemos

B~ N((XTX)IXTXB, o2(XTX)IXTX(XTX)™Y)
~N(B,0*(XTX)).
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Prueba.

Esos tres hechos prueban que A = T1y,. Entonces,
NyY == X3,

lo que implica que B, = (XTX)"1XTY. Como
Y ~ N(XB,0%l,), tenemos
Bn ~ N((XTX)~ 1XTXB , 2(XTX)TIXTX(XTX)™Y)
~ N(B,a2(XTX)7).
Las formulas sobre 32 siendo idénticas al teorema anterior tenemos

también el resultado para la varianza. La independencia sucede
directamente del teorema (F1). O
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Podemos dar un hecho adicional sobre el estimador 3.
Proposicion
El estimador (3, tiene la matriz de covarianza minimal adentro de
los estimadores lineales sin sesgo de 5. Mas precisamente, el orden
es : A< B siVu,
T T
u'Au < u' Bu.

Prueba.
Sea B, = CY un otro estimador sin sesgo y lineal de 8. Entonces
E [5] —E[CY] = CXB = B.

Eso implica que CX = I,. Calculando la varianza

Var (5:1) = Var(CY) = CVar(Y)CT =s2CCT.
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Prueba.
Entonces,

Var (5) = o2ccT

= ?(C—(XTX)™XTH(XTX) "X (C—(XTX)"XT+(XTX)"X)T
= o?2(C— (XTX)IXTYC = (XTX)IXT)T +62(XTX)7?

> o3(XTX)7!

= Var (Bn) .

El producto cruzado vale 0 porque

(C—=(XTX)XT)H((XTX)*XxT)T
= CX(XTX) = (XTX) I XTX(XTX)™

OJ



3.2.4. Optimalidad

Prueba.
Entonces,
Var (B,,) = g?ccT
= ?(C—(XTX)™XTH(XTX) "X (C—(XTX)"XT+(XTX)"X)T
= o?2(C— (XTX)IXTYC = (XTX)IXT)T +62(XTX)7?
> o3(XTX)7!
= Var (Bn) .
El producto cruzado vale 0 porque
(C—(XTX)IXT)((XTX)XT)T
= CX(XTX) = (XTX) I XTX(XTX)™
=XTX) - (XTX)"t =0.

OJ
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4.1.1. Generalizaciéon del MGL

Retomamos la formulacién (F2) del modelo gaussiano lineal. Nos
interesamos a datos de la forma (X1, Y1), ..., (Xn, Ys) donde
X: € R9y Yy € R. El modelo de interés es

Yi=p+B1Xe1 + -+ BgXeg + €, vte{l,...,n}
Los errores €; no son gaussianos en general.
Regresion sencilla g =1
En este caso Vt, Y; = u+ BX: y es el caso donde buscamos la
recta que pega lo mejor a un conjunto de datos del plano R?.
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Los estimador de minimos cuadrados son @, = (ﬁ,,,B,,) con
2 X (Xe = Xn)(Ye — Vi)

n = /,:Ln = 7n - Bnyn
% Zi:l(Xt - Xn)2

Bn:
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, 1L Xe = Xa)(Ye = Y, o s
5, — 5 2im1(Xe = Xa)( ) =V, X,

% Zi:l(xt - n)
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» Las X; ; son variables aleatorias tal que las X;; y €; son
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sobre las condiciones del experimento.

» Las X;; son variables aleatorias tal que Vt,
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El segundo caso es mas general que el caso 1.
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4.1.2. El estimador de minimos cuadrados

» Las variables ¢; dado X es una distribuciéon de vector
gaussiano tal que

2
01

E[e|]X] =0 y Var (¢|X) =

SN

Este ultimo caso se llama Heterocedastico.
El caso con Var (¢|X) = 021, se llama Homocedastico.

Para hacer la distincién entre esos dos casos, uno hace lo que se
llama el andlisis de los residuos.
1. Escribimos la estimacion 3 de 3.
2. Definimos Vt € {1,...,n}, & = Y; — (XB):.
3. Uno guarda solo los t (en Typ) tal que |é;| > 26, (por ejemplo)
4. Uno dibuja ((XB)¢, &)Vt € To.
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4.1.2. El estimador de minimos cuadrados

Observamos una diferencia cualitativa en los dos dibujos.

El caso Homocedastico da un dibujo de una nube equilibrada
alrededor del eje horizontal. Al contrario, en el caso
Heterocedastico, la nube es desformada.
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4.2.1. Modelo de la regresion logistica

El contexto se presenta cuando uno quiere estudiar el efecto
binario de las variables (X ;)i sobre el resultado Y.
= Y: €{0,1}.

No tiene mucho
sentido
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4.2.1. Modelo de la regresion logistica
Hipdtesis
> Sea logit(x) = log (ﬁ) para x € (0,1).

> Sea expit(x) = % para x € R.

» Esas dos funciones son inversas una de la otra.

Figure: La funcién expit
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» Para X fijo, definimos p = expit(8X + p) un parametro en
(0,1). Supongamos que Y ~ B(p).
Ese modelo estadistico se llama modelo de regresion logistica
de Y sobre X.

» Cuando uno tiene una muestra (X1, Y1),...,(Xn, Ys), lo
anterior se escribe Vt, Y ~ B(p¢) con p; = expit(SX¢ + p).

» Silos X; son vectoriales, 5X; es un producto interior (como
en el caso de la regresién lineal).

Otra formulacidn:
Una formulacién equivalente es de ver que Vt, Y: ~ B(p:) y que

logit(p:) = p + B1iXe1+ ..., BgXeq-

La regresion logistica es la regresién lineal (tedrica) de logit(p:)
sobre X.
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Construccién
En lo que sigue denotamos p(1|X) =P (Y =1|X)y
p(0|X) =P (Y = 0]|X). Vimos que el modelo se escribe también

p(1|X)
)

A la izquierda tenemos una funcién de X que regresamos
linealmente sobre X. En la segunda formulacién eso se escribe

=pu+ X1+ ..., BqXq

eﬂ+ﬁlxl+---76qxq

p(X) = P(Y’X) = 1+ ehtB1X1+...,8qXq

Estimacioén

En practica, no tenemos en la muestra los valores de las funciones
p(11X) y p(0]X).

= no podemos usar directamente la técnica de los minimos
cuadrados.
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> Si Y; =1, la verosimilitud vale P (Y = 1|(X¢,i)i) = pe.
» Si Y; =0, la verosimilitud vale P (Y: = 0|(X¢,i)i) =1 — pe.

Entonces la verosimilitud asociada a este modelo esta dada por
n
Y, _
L) = [Ip (1= pt "
t=1

donde
e.“""'ﬁlxt,l“'n-yﬂqxt,q

— *
Pt = 1+ ett+BiXe1+..8gXeq ( )

Vemos, sin dificultad, que L es dos veces diferenciable. Entonces,
para encontrar el maximo de L, podemos usar las técnicas
numéricas de optimizacién.

— Por ejemplo, el algoritmo de Newton.
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4.2.2. Cllculos del estimador

Presentamos dos algoritmos (entre muchos!) que dan
aproximaciones del estimador de maximo de verosimilitud 5.

Algoritmo 1
1. Sea 8° una inicializacién (ej. 8% = (0,...,0)).

2. lterativamente calculamos

. ) PL N\t /oL
i+1 — B .
Y ’ <35i65j>i,j . <85i>i

2L : ; oL
donde (W)U es la matriz hessiana de Ly <373">i el

gradiente de L.
3. Stop cuando |3t — 3| es mas pequefio que un cierto valor
umbral.

La etapa 2. sigue las ideas del famoso algoritmo de Newton para
encontrar el minimo de una funcién.
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4.2.2. Cllculos del estimador

Algoritmo 2
1. Sea A° una inicializacién.
2. Calcular p? usando (*)
3. lterativamente : _
3.1 Sea Z! = logit(pl) + pg;tl:’;;-), para cada t € {1,...,n}.
3.2 Sea

pi(1 - pi)
W' =
pn(1 = p})
3.3 Calculamos g'*! = (XTW/X)1XTWZ'.
3.4 Calculamos pi** usando (*).
4. Stop cuando |5'*! — 3| es mas pequefio que un cierto valor
umbral.

La etapa 3.3 es una regresién lineal (caso Heterocedastico con
pesos dados por W') de Z' sobre X.
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4.3.1. Prueba de Student de una relacién afin
Validacién del modelo
Retomamos la relacién (F2): Y = X3 + ey e ~ N(0,021,).
En la validacién del modelo lineal, preguntamos si hay una relacién
afin ¢” 3 = a sobre el vector 3. Consideramos ¢ y a conocidos en

lo que sigue.
Ho:c'B=a
Hi:c"f+a
Para distinguir entre esas dos hipétesis usamos la estadistica
c’B—a

h, =

Gn/cT(XTX) 1c
donde /3 y &, son los estimadores de 5y 0. Sabemos que
B~N(B, A (XTX))

~2
65(n—p) 2
£ 0_2 NX(n_p)
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Eso muestra que h, tiene una distribucién de Student 7(n — p).
Sea th—p1-2 el cuantile de orden 1 — 5 de 7(n — p). Sea

T(X> Y) = l\hn\>t

n—p,l—%

Cuando h, es “grande’ es menos probable de tener c’f=ay
entonces rechazamos Hp.

Proposicién

La prueba de hipdtesis T es de nivel a.

Prueba.
Sic’p=a,
Py (T(X,Y)=1) = 2P (h,, > t,,_p71_%) =22 =aq. O

Comentario: Un caso particular consiste en probar la influencia de
un factor X; sobre el valor de Y. Por ejemplo,

Ho: Bi =0
Hi: Bi #0
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En la formulacién (F1): Y = m+ey e ~ N(0,021,).

La prueba de Fisher se interesa a la pregunta de si m pertenece a

un sub-espacio lineal particular W C V tal que dim(W) = q.
Hoy:me W
Hiy:me V\W

Distribucién de Fisher

Sean U ~ x?(k) y V ~ x?(¢) independientes. Digamos que

Z= % tiene la distribucion de Fisher F(k, ) con grados de

libertad k y £.

Podemos retomar la formulacién vectorial y notar que
R"=(Wao wtV)e v+

donde WV es el ortogonal de W adentro de V. En termino de
proyectores

In:I'IW—i—(I'IV—I'IW)—i—(I,,—I'IV)
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4.3.2. Prueba de Fisher

Entonces tenemos el resultado

Teorema
Sim e W entonces

IMwY —NvY[?)/(p—q)
(Y =nvY|?)/(n—p)

vy F es independiente de My Y.

o

~F(p—q,n—p)

Prueba.
Es un nuevo uso de Cochran! (Ver que m € W es necesario para
tener Mym = lMym) O

Cuando m ¢ W, F tendrd valores mas altas. Podemos definir

T(Xv Y) = ]]-F>fp

—q,n—p,1—c

donde fp_g n—p,1—a €s el cuantile de orden 1 — o de
F(p—q,n—p).
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4.3.2. Prueba de Fisher
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4.3.2. Prueba de Fisher
Comentario: Cuando g = p — 1 el sub-espacio W es un hiperplano
de V.
Entonces, existe d € Vtalque me W d ' m=0<c"8=0
con c=XTd.
La prueba de hipédtesis de Fisher es entonces equivalente a la
prueba de Student bilateral del paragrafo anterior. En efecto, si
una variable Z ~ 7(n — p) entonces Z2 ~ F(1,n — p).

Probar una sola relacién afin se puede hacer igualmente por la
prueba de Student o de Fisher.

Ejemplo: Si uno quiere comprobar simultdaneamente 5, = 231 y

B3 = 0, definimos
-2 1 0 0 ...
¢= < 0O 010 ... )

y probar las relaciones lineales es exactamente probar C8 =0 o
B e Ker(C)=W.
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Este prueba de hipdtesis se usa cuando uno quiere comprobar
varias relaciones afin a la vez. Vimos que se puede resumir en

Ho . Cﬂ =a

Hy:CB +#a
donde se supone que C es de rango maximo (< las relaciones afin
son independientes). Denotamos k < p el nimero de relaciones
afin que se consideran. rg(C) = k = dim(W). Entonces, la matriz
C(XTX)7ICT es simétrica y definida positiva. En particular es
invertible y podemos considerar la estadistica

((Cha = a)T(CXTX)CT)H(Cha - 3)) [k
IY = XBal13/(n = p)

Proposicién
Tenemos W ~ F(k,n — p).
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Asi, bajo Hp,
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Prueba.
Denotamos A la raiz cuadrada de la matriz C(XTX)~1CT.
Para todo (3, sabemos que la transformada lineal
Chn—a~N(CB—a,c2C(XTX)1CT). Y en particular, bajo la
hipdtesis Hp,

A~YCB, — a) ~ N(0,021y).

Asi, bajo Hp,
%(CBH —a) (C(XTX)"1CT) H(CBn — a)

= 5(Cha—a)A(Chy —2)
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Prueba.
Denotamos A la raiz cuadrada de la matriz C(XTX)~1CT.
Para todo (3, sabemos que la transformada lineal
Chn—a~N(CB—a,c2C(XTX)1CT). Y en particular, bajo la
hipdtesis Hp,

“1(CB, — a) ~ N(0,02%1).

Asi, bajo Hy,
(€= a)T(CXTX)ACT) (2
_ %(cén —a)TA(Ch, - a)
= SIA7H(CB — a)B ~ (k)
Se termina la prueba notando que || Y — Xﬁn”z X*(n—p)y que

por el teorema de Cochran, B,, yY — X3, son mdependlentes O
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Prueba de Wald
Caracterizamos la distribuciéon de W en el caso de la hipdtesis Hy.
Bajo Hi, W tiene la tendencia de tomar valores mas grandes.
Entonces, podemos definir

T(X7 Y) = :[]'W>fk,n—p,1—a

donde fi h_p 1« e€s el cuantile de orden 1 — « de la distribucién
de Fisher de k y n — p grados de libertad.

Entonces tenemos el
Proposicién
La prueba de hipétesis T es de nivel o.

Un resultado anexo que obtenemos es que el conjunto
€= {a S RK . w < fk,nfp,lfoc}

es una elipsoide de confianza de nivel (exacto) igual.a 1 —a de CS.



4.Regresion lineal

4.4 Prediccion
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Paradigma
En el contexto de la regresién sencilla,

Yi = Po+ f1Xe + & con e ~N(0,5?).

Después de la regresiéon es muy comtn de querer dar un valor de Y
para una nueva variable explicativa X*.

El valor real que buscamos es
Y =Bo+ B X"

Denotamos Y* un estimador de este valor. La notacién toma en
cuenta que Y™ es una variable aleatoria que depende de toda la
clase (X1, Y1), ..., (Xn, Yn).

La variable aleatoria (X*, \A/*) se llama prediccion de la variable
(X*, Y*).
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Denotamos

6 = Bo + S X*
0 = Bo + puX*

Definimos Y* = 0§ para predecir Y* = 0 + ¢*.
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Error de prediccion
Para dar un intervalo de confianza de Y*, uno estudia

Yi-Y'= -0 - € .
M~ ~~
N(O,Var(é)) N(0,02)

Entonces, Y* — Y* ~ N(0, Var(f) 4+ 02). Esta cantidad se llama
error de prediccion de Y*.

Calculo de Var(Y* — Y*)
Por lo que probamos antes

a_ (P Bo o ( P XE =X, ))
= ( ) ) N(( A1 )’zgzl(xt—xn)z —X, 1
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Entonces

Var (é) = Var (@0) + Var (@1) X*2 4 2Cov(ﬁAo, Bl)X*

o2

(X = Xp)?
_ o Dor (Xe — X*)2
nZ?:l(Xf - )_(n)z '

1< _
- > OXZ X242 X,) X"
i=1
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Entonces
Var (@) = Var (50) + Var (51) X*2 4 2C0V(30,5A1)X*
o2 1 , , ) *
TSGR | 2 X AKX
_ P (Xe = X)?
nY i (Xe = Xn)2
Por lo tanto,

Var (\“/* - Y*) — 52 (ning&—_x)_;); + 1) = 02a,(X")
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Distribucion de Y* — Y*
Los teoremas anteriores aseguran que

2 )
2L (n—2) ~ x3(n —2).

Entonces, por definicién de la distribucién de Student,

A

Y* —Y*
Sny/an(X*)

Intervalo de prediccion
Un intervalo de confianza para el valor de Y* es

b = [Y* = ta21-250v/3n(X*), Y + th_o1_2801/2n(X*)]

donde t, 212 es el cuantile de orden 1 — a/2 de 7(n — 2).

~7(n—2).
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Interpretacion de a,(X*)
Podemos descomponer el coeficiente a,(X*) en

(X, — X*)?
a,,(X*) _ 1 + Zt:l( t _)

n Z?:l(Xt — Xp)?

Incertidumbre de la prediccién

Aleatorio de Y*

El punto de prediccién con la mejor precisién es para X* = X,,.
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Comentarios:

>

>

Este estudio se puede generalizar en dimensiones mas alta
(dim(8) = 2 — dim(B) = p)

De nuevo el punto de mejor prediccién se ubica en X,,, el
centro de masa.

Todos los célculos son explicitos, por ejemplo
Var (9) — Var (X*8) = o2X*(XTX)"1x*T

La incertidumbre de la prediccion dependera de los valores
propios de (X7 X)~1. Por esa razén, ese matriz se llama
matriz de precision del problema de regresién.

Para evitar problemas de intervalos de confianza de tamaio
— oo, podemos usar una estimacién local.

— Estimadores kernel



Gracias por su atencién

Suerte para el examen final.



Gracias por su atencion

Suerte para el examen final.




	Preliminares
	Repasos de probabilidad
	Espacio de probabilidad
	Calculo con medidas de probabilidad
	Herramientas de probabilidad para caracterización de distribuciones en R

	Vectores aleatorios
	Espacios productos
	Cálculos multivariados
	Ley de vectores aleatorios

	Modelos de probabilidad, modelos de estadística
	Diferencia entre probabilidad y estadística
	Modelos estadísticos

	Cantidades empíricas
	Distribución empírica
	Estimadores

	Convergencias estocásticas
	Definiciones
	Implicaciones entre convergencias
	Caracterización de convergencias en distribución

	Ley de grandes números, Teorema del limite central, método delta
	Ley de grandes números
	Teorema del limite central
	Método Delta


	Fundamentos de estimación
	Principios de estimación
	Método de momentos
	Estimador de cuantiles
	Máximo de verosimilitud

	Regiones de confianza
	Definiciones
	Intervalos de confianza

	Pruebas de hipótesis
	Formalismo
	Ejemplos de pruebas de hipótesis


	Modelo gaussiano lineal
	Vectores gaussianos
	Repasos
	Distribuciones de 2 y de Student
	Teorema de Cochran

	Modelo gaussiano lineal
	Dos modelos
	Ejemplos
	Estimadores de m y 2
	Optimalidad


	Regresión lineal
	Modelo y estimación
	Generalización del MGL
	El estimador de mínimos cuadrados

	Regresión logística
	Modelo de la regresión logística
	Cálculos del estimador

	Validación del modelo
	Prueba de Student de una relación afín
	Prueba de Fisher
	Prueba de Wald de varias relaciones afín

	Predicción
	Error de predicción
	Intervalos de predicción



