Teor{a asintética Doctorado/Maestria 2019/2020

Tarea n°4

Nos interesamos a la teoria general de la M-estimacion. En lo que sigue, supongamos dado una muestra
X1,..., X, € X de datos de distribucién desconocida P. Notamos P, la medida empirica asociada. Sea
© un espacio (un subespacio de un espacio métrico) que llamamos espacio de pardmetros (posiblemente
de dimensién infinita). Supongamos dada una funcién de perdida [ : © x X — R. Denotaremos lg(X)
una valuacién de la funcién [ al punto (6, X)) de manera que ly sea una funcion X — R. El M-estimador
definido sobre la funcién de perdida [ se define como

0, = P.lls].
n = arg max [lo]

Supongamos que 6y es un parametro de © tnico tal que

0y = arg max Pl
0 g oo [lo]
P.1 Mostrar que la media empirica y la mediana empirica son M-estimadores.

P.2 Supongamos que 6 — Plly] es un mapeo continuo y que F = {lg : 0 € O} es P-Glivenko-Cantelli.
Mostrar que 6,, es un estimador consistente de 6.

P.3 Mostrar que si el conjunto de pardmetros © es compacto (al respecto de una distancia d), que el
mapeo 0 — Plly] es continuo y que el conjunto F definido en el problema anterior tiene una envolvente
F € Li(X), entonces el conjunto F es P-Glivenko-Cantelli.

P.4 Supongamos que © C R¥ es un conjunto convexo y que 6 — Pl[ly] es un mapeo continuo y convexo.
Se supone que por un € > 0 dado F; dado por

Fo= swp i
16—60]|<e

es tal que F. € Ly (X). Usando P.2 y P.3, mostrar que el pseudo-estimador 6, = af, + (1 — a)f donde

3

= e & consistente. (Hint : Ver que se puede reducir al conjunto © = {§ € © : || — || < €}).
n—V0

Concluir que 6,, es consistente.

P.5 (Ejemplo) Supongamos que las variables X; toman la forma X; = (Y;,Z;) donde Y; € {0,1} y
Z; € R una covariable. Supongamos que la muestra proviene de una distribucion logistica dada por

1
Py (Y =1|7Z = = .
o | ?) 1 + exp(ag + Boz)

Mostrar, usando lo anterior, que el estimador MLE (méximo de verosimilitud) de 6y = (g, 80) € R? es
un estimador consistente.

P.6 (Normalidad asintética) © C R y 6y pertenece al interior de ©. Supongamos que 0,, es consistente.
Supongamos que existe ¢ > 0 dado tal que

1. VO tal que |0 — Oy| < e, Vo € X, 0 — lg(x) es derivable de derivada gg(z) = Jglg(z).
2. Fe={gp: |0 — 00| < e} es P-Donsker y tal que la envolvente F, € Ly(X).
3. Por 6 — 6,
P(go — g0,) = o(0 — 0o) + o(|0 — bo])
por un o > 0.
4. Se cumple que P(gg — gg,)> — 0 cuando 6 — 6y y denotamos J = P(ggo).

Mostrar que én cumple un teorema del limite central de varianza que se dard en funciéon de o y J.
(Hint : Mostrar que P,(g; ) = 0 y usar una descomposicién de este termino que involucra el termino

(Pn— P)(g5, — 960) = op(n™/?))



