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Horarios y enlaces

Profesor: Emilien Joly (emilien. joly@cimat.mx)
Ayudante: Samuel Gurrola (samuel.gurrola@cimat.mx )

Fecha de inicio : martes 20 de agosto

Horarios de clase: martes y jueves, 11:00-12:20
Horarios de practicas: viernes (horario a definir)

Fecha de fin de clases : jueves 28 de noviembre



Informacidn dtil
La informacién del curso de EM se encontrard en la pagina web
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Introduccion a ciencia de datos
Agosto-Diciembre 2023

Profesor: Emilien Joly (ext. 531, of. H104, emilien joly@cimat.mx)
Ayudante: A definir (xxx@cimat.mx)

Horarios de clase: A definir, 11:00-12:20

Horarios de practicas: a definir. 11:00-12:20



https://joly415.perso.math.cnrs.fr/EnseignementEG.htm

Tareas y exdmenes

Fechas de Tareas:

>

vVvYvyVvyVvyy

>

Tarea 1: Inicio 27 agosto — Entrega 06 septiembre
Tarea 2: Inicio 10 septiembre — Entrega 20 septiembre
Examen 1 : Viernes 27 septiembre.

Tarea 3: Inicio 03 octubre — Entrega 11 octubre
Tarea 4: Inicio 15 octubre — Entrega 25 octubre

Examen 2 : Viernes 01 noviembre.

Tarea 5: Inicio 05 noviembre — Entrega 15 noviembre

Examen final : (tentativo) martes 03 diciembre.

Calificacién:

Las tareas cuentan por 2/5 de la calificacién final.
Los exdmenes parciales cuentan por 1/5 cada uno.
El examen final cuenta por 1/5.



Objectivos

1. Introducir los conceptos cldsicos de aprendizaje maquina,
clasificacién a agrupaciéon de datos.

2. Evaluar la pertinencia y la calidad de algoritmos de
aprendizaje maquina en funcién del contexto.

3. Aplicar los algoritmos del curso a algunos ejemplos de datos
reales.

4. Familiarizarse con los algoritmos modernos de aprendizaje
maquina.
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Contenido del curso

1. Métodos de clasificacion.
2. Métodos de busqueda de estructura
3. Agrupamiento de datos

4. Técnicas de aprendizaje maquina



1.Métodos de clasificacion

1.1.Curso del 20 de agosto



1.1.1. jQue es la clasificacién?

DA



1.1.1. jQue es la clasificacion?

Preguntas naturales:

>

>
>
>
>
>

i Que son los objectos a clasificar?

i En que espacio(s) viven?

. Es clasificacion supervisada?

i Cémo medir una buena/mala tarea de clasificacién?
i Cémo optimizar la tarea de clasificacion?

. Cémo automatizar la tarea de clasificaciéon?



1.1.2. Clasificacién optima
Los datos:
Para una computadora, un dato es un vector de caracteristicas. En
consecuencia, un conjunto de datos es una coleccién de vectores en
un espacio RP.

Denotaremos X, ..., X, los datos y el indice i vale por el i-ésimo
dato. Las entradas de los datos se llaman atributos.

Cada dato tiene una etiqueta Y; que toma valores en un conjunto
{1,...,K} (con K € N) que representa las K categorias a
clasificar.

. ® Cluster0
® Cluster1
® Clster2




1.1.2. Clasificacién optima
Regla de clasificacion:
Una regla de clasificacién es una funcién g : R? — {1,..., K} que
a todo x € RP asocia una de las K etiquetas.

Toda regla de clasificacién g induce una particién (propia a g) del
espacio RP en
RP:Rlu...URK

que representan K regiones disjuntas y R = {x € RP : g(x) = i}.

4 Cluster 1

3 {.0 b
K

Cluster 2

Cluster 3

XY "3
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1.1.2. Clasificacién optima
Un poco mas de modelacién:
Cada sub-conjunto de datos C; = {Xj : Yj =i} se llama poblacién
i o cluster i. Denotaremos {X — R;} eI evento que el punto X sea
categorizado en R;.

Supongamos que los datos de la poblacién C; tienen una cierta
distribucién subyacente de densidad dada por una funcién f; y que
tiene una probabilidad de inclusién m; = P (X — ).

Sea E el evento de hacer un error de clasificacién.

P(E)=P(En{X = G})+---+P(EN{X = Ck})

K
P(X = G)P(E{X — G}) =) mP(E{X = C})
1 i=1

K
(1 =P (X € R|{X = C})) Z / dx

I
.Mx

I
Mx

1



1.1.2. Clasificacién optima

Por otro lado vamos a calcular
q;(x) = P(X — C,’X = X) .
Por la regla de Bayes,
PH{X — G} n{X =x}) B TP (X =x|X = )
W;P(X = X|X — C,) B 7T,'f,'(X)
SETP(X =xX = G) T mhi(x)

Y tenemos también que P (X = x) = ZJKZI mjf;(x) de tal manera
que

qi(x) =

P (NoErr(g Z / qi(x)P (X = x) dx

:/ P(X = x) <Z IlXERiq,'(x)) dx
Re i=1



1.Métodos de clasificacion

1.2.Curso del 22 de agosto



1.2.1. Clasificacién optima

Vimos que la probabilidad de no hacer errores en una regla de
clasificacién g esta dada por

P (NoErr(g)) = /]P’(X = x) hg(x)dx

donde hg(x) = Z,Kzl Ixer:qi(x).
Consideramos la regla de clasificacion g* dada por las regiones
R = {x € RP : ¥}, qi(x) > q;(x)},

y consideramos g una otra regla de clasificacién arbitraria. Ahora,
para un x dado tenemos x € R; para un cierto j y x € Ry, para un
cierto m. Por definicién de g*, tenemos qm(x) > g;(x)

K K

he(x) =Y Leerqi(x) = qi(x) < gm(x) =Y Lerrqi(x) = hg=(x).

i=1 i=1



1.2.1.

Clasificacién optima

Entonces,

P (NoErr(g)) = /]P(X = X) hg(x)dx

< /P(X = X) hg=(x)dx = P (NoErr(g™)).

La regla g* es optima para el criterio “probabilidad de errores”.

Encontrar las R es comparar los valores m1fi(x), ..., Tk fk(x). Si
conocemos las 7; y f; podemos diseiar el algoritmo:

1: Input: x

2: Caleular m1fi(x), ..., mkfk(x).

3: Calcular k = argmax; m;fi(x).

4 k—Y

5: Output:Y



1.2.2. Clasificacién optima de poblaciones normales

Si tenemos K poblaciones normales de proporciones 7; iguales,

fi(x) = Wl‘zi’l/zexp <—;(X — i) TE T (x — ,ui)> :

Las fronteras de las regiones R} son de la forma f;(x) = f;(x)
sujeto a Vk # i, fi(x) < fi(x).

Ejercicio: Que es la frontera entre las dos regiones del caso
p1=(0,0), p2=(0,1) y

2 0 10
pr— p— ?
2 <0 1) 22 (0 1>'



1.2.3. Error de Bayes

En general, digamos que una regla de clasificacién g* es 6ptima si

g*= argmin P(g(X)#Y)
g RP—{1,.. K}

La cantidad L(g) =P (g(X) # Y) es la misma que en los calculos
anteriores.

El ndmero real L(g*) se llama error de Bayes.

El error de Bayes es una nocién tedrica y no se puede calcular en la
practica salvo en casos bien particulares!
— La distribucién de (X, Y) es en general desconocida.

Un clasificador real se construye en base a los datos

(X1, Y1), .., (Xn, Yn). Denotaremos g, un clasificador asi. Su
error tedrica es L(g,) su error estimada es

L.(gn) =P (g(X) # Y|"datos").



1.2.4. Clasificador de Bayes para dos clases

Estamos en el contexto de dos clases Y € {0,1}. Denotaremos
n(x) =P(Y =1|X = x).

Ejercicio: Mostrar que

Ejercicio: Supongamos que 7(x) = x/(x + ¢) con ¢ > 0. Mostrar

que

min(c,X)] |

L(g*) = E[min(n(X),1 - n(X))] = E [ X+

Calcular L(g*) si X es constante igual a ¢ y luego si
X ~ Unif]0, 4c].



1.Métodos de clasificacion

1.3.Curso del 27 de agosto



1.3.1. Algoritmo Bayes “Naive”
Hemos visto que el clasificador (regla de clasificacién) éptimo es

g¥(x) = argmax P (Y = k| X = x) = argmax mxfi(x)
k k

y X =(x1,...,Xp) es el vector de atributos. Podemos usar el chain
rule para escribir

fk(X) :P(Xl = Xl‘y = k)P(Xz = X2‘X1 = X1, Y = k) e
P(Xp = xp| X1 = x1,...,Xp—1 = Xp—1, Y = k).
El clasificador “naive” Bayes supone que las variables de atributos
son independientes de tal manera que

p

f(x) =[P (X = x1Y = k) = fia(x1) - .- fip(xp)
j=1



1.3.1. Algoritmo Bayes “Naive”

Ventajas:
> Las probabilidades fi 1(x1) se pueden estimar de forma
individual (estimacién de marginales).
» Se puede considerar facilmente mezclas de variables discretas
y continuas.
» En un buen “primer” clasificador que funciona en alta
dimensién (e.g. clasificacién de textos.)
Contra:
» Es “naive”! El supuesto puede ser invalido!



1.3.1. Algoritmo Bayes “Naive”

Resumen clasificador Naive Bayes (NB):

» En principio, la tarea de clasificacion éptima requiere el
conocimiento de las 7; (proporciones en cada poblacién) y de
las f; (densidades asociadas a cada poblacién.)

» La informacién de estas cantidades alrededor de la frontera
tiene mas importancia.

» Con informacién previa sobre las f; o m; podemos simplificar
las tareas de clasificacién (gaussianas, multinomiales, etc...)

» Si suponemos atributos independientes, el clasificador se llama
“Naive Bayes".



1.3.2. Discriminante lineal (dos poblaciones)

Hemos visto en las clases anteriores que la separacién entre dos
poblaciones gaussianas con la misma matriz de covarianza &
resulta en una separacién por un hiperplano. Para dos grupos y
una separacion vertical:

/ H /
B y si x < x
g8(x) = {1—y’ si no

Los pardmetros del clasificador son los x’' y y’. Empezamos a
estudiar este caso sencillo antes de generalizar.

Vamos a denotar
Fi(x) =P(X <x|Y =1)

Fo(x) =P(X < x|Y =0)
p=P(Y =1)

las funciones de distribucién condicionales a las clases 1 o 0.



1.3.2. Discriminante lineal (dos poblaciones)

El riesgo del clasificador Sptimo (a dentro de esa clase de
discriminantes lineales) es

L= inf [Lyo(pFi(x) + (L= P)(1 - Fo(x)))
+1,—1(p(1 = F1(x) + (1 = p)Fo(x"))]
Un corte éptimo (x*, y*) se llama corte tedrico de Stoller.

Ejercicio: Mostrar que L* < L < min(p,1 — p). Usarlo para
mostrar que L < 1/2 con igualdad si y solo si L* =1/2.



1.3.3. Cortes de Stoller
Si denotamos my = E [X|Y =0], my = E[X|Y =1],
03 =Var(X|Y =0)y 02 = Var(X|Y = 1):

Teorema
1
F<l<—F
T 14 (mo—rm)
(o0+01)2
Clase 0 Clase 1
A0 Al

mo my




1.3.3. Cortes de Stoller

La probabilidad de error esta dada por

pFl(mo+Ao)+ (1 —p)(l — Fo(mo—l-Ao))
:p]P’(X§ m1—A1]Y:1)+(1—p)IP’(X> mo+A0|Y:0)
0_2 0—2
1 4 (1-p)—2O0
SPaem PP

Tomando A = g—éAo y Ao = |my — mglog /(o0 + 01) obtenemos
1

(mo—m1)?”
(c0+01)?

L<

1+

Usamos que P(X —E[X] > t) < V;/r?)r(i())i)g



1.Métodos de clasificacion

1.4.Curso del 29 de agosto



1.4.1. Cortes de Stoller empiricos

Una manera de construir cortes en la practica es usar

( 7Y)_argmmiz(]lX<x Y;éy+]1X>x Yi#1— y)
Y i=1

Estos cortes se llaman cortes de Stoller empiricos. Denotamos L,
su riesgo. Se puede escribir de la forma

(x',y") = argminvp(C(x, y))
X’y

donde v, es la medida empirica (i.e.

va(A) = (1/n) 3211 L(x,v)en) ¥
C(X y) = [(=o0 X] X Ay HU[Ix, +00) x {1 — y}].

Se ve directamente que E [v,(C(x, y))] = v(C(x,y)) = L(g)
donde g es el clasificador lineal correspondiendo a la pareja (x, y).



1.4.1. Cortes de Stoller empiricos
Entonces,
Ly =v(C(x.y))
=v(C(x,y")) —va(C(X.y') +va(C(X.¥))
< sup (1(C(x,y)) = va(C(x,y))) + va(C(x", y"))

(x.y)
<2 (sup)(V(C(va)) —va(C(x,y))) + v(C(x",y7))
X,y
= 2(Sup)(V(C(X,y)) —vp(C(x,y))) + L

Eso permite tener el

Teorema

Sea e > 0, ,
P(L,—L>¢€)<4e /2

ElL, — 1] </ 2'oe4e).



1.Métodos de clasificacion

1.5.Curso del 03 de septiembre



1.5.1. En dimensidn mas alta

En el caso d > 1, la discriminacidn lineal se escribe con

_J1 s 27:1 aixi +agp >0
g(x) = {0 si no

Con las ideas de resultados tipo Cramér y Wold, podemos tener el

Teorema
L*<L< inf = >
a€RP 1 4 a’ (mo—rm)
((3T203)1/2+(3T213)1/2)2
La tarea principal es encontrar el buen pardmetro a = (a1, ..., aq)

que se acercara de inf!



1.5.2. Criterio de Fisher

Es un modo de eleccién el vector de discriminacién a. Desde la
muestra, se puede calcular las medias empiricas de las clases g y

.
Imagina proyectar los datos X; sobre una linea en la direccién a.

Acedemos entonces a a’ Xi,...,a’ X,. Podemos calcular las
varianzas empiricas en esta direccion:

6’0 = E (aTX,- — aTrﬁo)2 = aTSOa
i:Y;=0
donde

So= Y (Xi—mo)(Xi — ).
iY;=0

De manera similar obtenemos 61 y Si.



1.5.2. Criterio de Fisher

Se define el discriminante lineal de Fisher como

a'(rig — fin))* _ (a” (rho — 1))

63+ 62 aT(So + S1)a

J(a) = (

y se selecciona la direccidén a que maximiza este criterio de Fisher.
De hecho los célculos se pueden hacer de manera explicita y se
obtiene

a= (50 + 51)_1(ﬁ10 — rﬁl).

Luego para la eleccién de ag, se puede hacer una discriminacién
lineal unidimensional con los datos a’ Xi,...,a’ X,.

Ejercicio: Mostrar que a es efectivamente el maximizador de J(a).
Mostrar de la misma manera que el maximizador de

a’ (g — my))?
Jz(a) _ (Az( 0 1)22
pég + (1 — p)o1

estd dado por a = (pSo + (1 — p)S1) (o — rin).



1.5.3. ERM (Minimizacién del riesgo empirico)

Retomamos la regla de clasificacién lineal

1 sia’x+a >0
g(X)={ 0

0 si no

tal que la probabilidad de error se escribe P (g(X) # Y). El riesgo
empirico estd dado por la cantidad

1 n
Lo(g) =~ D Le(x)rv:
=1

Para este clasificador suponemos que X tenga una densidad.
Tomamos arbitrariamente d datos Xj, ..., X;, en el conjunto de
datos total. Por el supuesto de densidad, los datos definen un
tnico hiperplano con probabilidad 1.



1.5.3. ERM (Minimizacién del riesgo empirico)

Corresponden dos clasificadores

1 si aTx+ao>0
gi(x) = 0 si no

1 sia’x4+a <0
g(x) = 0 si no

Entonces, para cada uno de estos clasificadores se puede calcular
Ln(g1) y Ln(g2).

A cada eleccién de d puntos, se puede asociar una par de
clasificadores potenciales. Al total son 2((’}). Al final se selecciona
el clasificador

g = argmin L,(g)
g

donde la minimizacién se hace sobre esta clase de clasificadores
lineales particulares.



1.5.3. ERM (Minimizacién del riesgo empirico)

Este clasificador tiene una buena garantia tedrica porque satisface
el

Teorema

Supongamos que n > d (donde d es la dimensién del vector X de
atributos), entonces, para cada distribucion de (X,Y) y cada
2d/n < e <1, tenemos,

]P)(L(g.) > L+6) S e2(:/6 (2(2) + 1) e—ne2/2

Yy en consecuencia,

E[L(g) — L] < \/i((d +1)log n+ (2d + 2)).



1.5.4. Criterio minimos cuadrados

Este criterio estd basado sobre la regresion lineal de la variable Y
sobre X. Una medicién natural del error de regresién esta dado por
los minimos cuadrados

n

MCa(g) == (Yi—a' X; — a).
i=1

Cuando n es grande esta cantidad se acerca de
MC(g) =E [(Y —aTxX - a0)2]

que es, en general, alejado de L(g).

Pro:
» Como en regresion lineal, a y ag son explicitos.
Contra:
» Se pueden encontrar distribuciones tal que L(g) — L ~ 1.



1.5.4. Criterio minimos cuadrados

Justificacion: Consideramos el caso de una distribucién
triatomica:

P((X,Y)=(=0,1)) =P((X,Y) = (1,1)) = ¢/2

P((X,Y)=(0,0))=1—c¢

paral>e >0y 60 > 0. La mejor estrategia de corte lineal es
asignar la clase 0 al interval [—6/2,00). Eso permite calcular que
L = ¢/2. Pero resolviendo el calculo del minimizador de los
minimos cuadrados, obtenemos que

239 = 2¢ — 316(1 + 9)
{ (1-0) = a1(1+06%) = ao(1 - 0)

Eso da (en el regimen e ~ 0y 6 ~ c0), a1 ~ —1/0 y ag ~ 3¢/2.
Entonces, L(g) >P (Y =0y — 071X +3¢/2>0)=1—e



1.5.5. El criterio Perceptron

Existen otros criterios que podemos optimizar en la busqueda del
buen corte. El siguiente criterio se llama criterio perceptron:

J(a,a0) = Z la” X; + ao].
2Y;—1#sg(a’ Xj+ao)

Se puede mostrar que este criterio sufre de los mismos defectos
que el criterio de los minimos cuadrados (con ideas similares de
distribuciones cadticas).



1.5.6. Criterio de regresién Sigmoid

Se puede también usar un criterio menos lineal y minimizar la
cantidad .
1
SCalg) =~ Z;(Y,- —o(a’X; — a0))*
donde o(u) es una funcién sigmoide. Formalmente, es una funcién
creciente de 0 hasta 1. Por ejemplo: o(u) = 1/(1 + exp(—u)).

De manera andloga a los casos anteriores, se puede mostrar que
existen distribuciones tal que L(g) — L ~ 1 pero si tomamos
op(u) = o(hu) y que dejamos h — oo cuando n — oo entonces
podemos mostrar que para cualquier distribucion,

E[L,(8)] — L.



1.Métodos de clasificacion

1.6.Curso del 5 de septiembre



1.6.1. Clasificaciéon de K poblaciones: un problema

P En las clases anteriores vimos algunas maneras naturales para
discriminar entre 2 clases.

> No es tan obvio de generalizar estas nociones de clasificacién
lineal a mas clases.




1.6.1. Clasificaciéon de K poblaciones: un problema

Dos ideas (no buenas...) para reducir el problema:
» Se consideran K clasificadores tipo “1 vs los demas”.
» Se consideran K(K — 1)/2 clasificadores “1 vs 1”

Como agregar los clasificadores para tener una particién del
espacio en zonas Rj, ..., Rk de tal manera que las separaciones
sean lineales?



1.6.1. Clasificaciéon de K poblaciones: un problema

En el caso K clasificadores tipo “1 vs los demas”:

Ya tenemos un problema tratando de agregar dos clasificadores!




1.6.1. Clasificaciéon de K poblaciones: un problema

En el caso K clasificadores tipo “1 vs 1”:

Un otro tipo de problema surge en este caso!




1.6.2. Clasificacion de K poblaciones: Parentesis

Hemos visto que la eleccién de la direccién éptima es
a=(So+ S1)"Y(mo — my). Como generalizar esta técnica?

En general, si tenemos dos matrices cuadradas Ay B de misma
dimension y simétricas definidas positivas,
a’ Aa

max —— = A1

acR? a’ Ba
donde \; es el valor propio maximo de la matriz B~1A. Ademas la
maximizacion se hace en el vector propio que correspondiendo a
este valor propio Ai.

Idea: Si queremos seleccionar mas que una direccién para la
proyeccién de nuestros datos Xi, ..., X, podemos usar el espacio
dado por las r primeros valores propios A1, ... A,.



1.6.3. Clasificaciéon de K poblaciones: Reduccién de Fisher
(LDA)

Que van aser Ay B?

Para simplificar vamos a denotar x; ; los datos tal que / designa la
poblacién y j designa el indice en {1,..., n;} del dato adentro de
la poblacién i.

Medida de dispersién a dentro de las clases:

K

Sp=)_5
k=1

Si = Z(Xid XI)(XI,j )?I)T
j=1



1.6.3. Clasificaciéon de K poblaciones: Reduccién de Fisher
(LDA)

La medida de dispersién total es
ST—ZZ xij— X)(xij— X)T
i=1 j=1

donde X es la media sobre todos los datos. Entonces,

K nj
St=2 D (aj—%i+%—X)aj—%+%-x)"
i=1 j=1
K K
:ZS,—i—Zn, % —X)(xi—x%)T
= SD+SE

y Sg es una "medida” de la dispersidon entre clases.




1.6.3. Clasificaciéon de K poblaciones: Reduccién de Fisher
(LDA)

La buena nocién es de tomar A= Sg y B = Sp.

— Se reduce a un problema de algebra lineal de busqueda de
valores propios y vectores propios.

En general se toman los r valores propios mds grandes y se elige r
de tal manera que los valores propios ignorados son de magnitud
despreciable.



1.6.4. Solucién para la clasificacién lineal
Queremos alcanzar hacer una clasificacién del tipo:

4
=0 >

3 x 1 [ ] y
7 2 a " 5
o2 u 4
B []
2 LN = /
E 1 = X
7 = ¥ o oax
g 0 L] x - ¥
£ x
b1 ?9(
ENN ) L
B X g
= k
By % :::?‘\‘

x
-3
-2 -1 (] 1 2 3

petal length [standardized]

Podemos definir un solo clasificador lineal (siguiendo las ideas del
Naive Bayes).
Consideramos K funciones lineales y1, ..., vk,

-
yk(X) = ap X+ akpo
y se asigna la clase k si y solo si

Vi # ko yk(x) > yi(x).



1.6.4. Solucién para la clasificacién lineal

Las fronteras son las partes del espacio que corresponden a un
subconjunto de

{x €RY: yi(x) = yj(x)} = {x € RY : (ax—a;) " x+(ax0—aj0) = 0}.
Son pedazos de hiperplanos.

Las regiones R; son completamente conectadas y convexas.

Ejercicio: Mostrar que las R; son convexas. (Usar la linealidad de
las y;)



1.Métodos de clasificacion

1.7.Curso del 10 de septiembre



1.7.1. k-vecinos mas cercanos: definicidon

El clasificador de k-vecinos mas cercanos esta basado sobre la
filosofia: Los puntos cercanos se parecen.

Definicién: Dado un punto del espacio x, encontramos los k
puntos de entrenamiento X(y), ..., X(x) los mas cercanos de x.
Luego, la clasificacién de Y(x) esta dada por el valor de Y lo mas
representado en los Y; correspondientes.

P> Los empates se deciden al azar entre los mayoritarios.
> Tipicamente, se usa la distancia euclidiana.

» Si k es pequeno, el clasificador es muy local. Si k es grande,
el clasificador es mas robusto errores en los datos de
entrenamiento.



1.7.1. k-vecinos mas cercanos: definicion

K=3
* e o
® \
%o * X
[ J [ J
[ J

Xy




1.7.2. k-vecinos mas cercanos: Problematicas

Formalmente, podemos escribir el clasificador g, en un formalismo

kernel.
. n n
g(x) = { L 5 Lz Wailyi=1 > 2licy Wailvi=o
n 0 si no,
donde wy,; = 1/k si X; es uno de los vecinos mds cercanos de x.

Las problematicas de k vecinos mds cercanos:

» Consistencia universal: Que pasa si k — oo, k/n— 0y
n— oo?

» Si k es finito, que podemos decir si n — co?
» Que son los buenos pesos a poner en la definicién?

» Que son los retos de programacién de los k-NN?



1.7.2. k-vecinos mas cercanos: Problematicas

Denotamos X(;y(x) el i-ésimo vecino mds cercano a x. Hay un
resultado facil a obtener:

Lema
Si X ~ uyk/n— 0 entonces para x € soporte(f),
[ X(k)(x) — x|| — 0 en probabilidad.

La idea es sencilla:
Si S« es la bola centrada en x y de radio ¢,

1 k
X — & = 1y, —.
[ Xt (x) = xI| > ¢ Z XeSe <

Por la ley de grandes niimeros 1 5™ Tx.cs = — ju(Sce) vy la
cantidad de la derecha tiende a 0.



1.7.3. 1-NN: el vecino mas cercano

En este caso se decide de Y(x) viendo tinicamente el vecino mas
rcano de x en los datos. Las regiones son de la forma




1.7.3. 1-NN: el vecino mas cercano

En sus papers tedricos, Stone, Devroye y Gyorfi muestran unos
teoremas de convergencia y cotas superiores. Unas ideas (para dos
clases) son:
> Para x € R¢, Y1)(x); -+, Y (x) son las Y de los k-vecinos
mdas cercanos.
> Se define Y/(x) = 1y,<y(x) donde n(x) =P (Y = 1|X = x)
donde U; es una variable uniforme independiente de las otras
variables.
» Se denota g, el clasificador k-NN donde reemplazamos las
Y(iy(x) por las Y(’I.)(x).
Se muestra que E [L, — L] — 0 cuando k/n — 0, donde
Ly = E[ga(X) # YIDnl y Ln = E[gn(X) # YI|D;] .



1.7.3. 1-NN: el vecino mas cercano

Entonces si denotamos Lyy = limp—o0 E[Ly] (para k = 1) es
suficiente calcular E [L]].

» Es mas facil!
> Las variables Y/(x) son i.i.d. Bernoulli de pardmetro 7(x).
> Para k=1,
E[L] = P ([, (X) # ¥) = ERn(X)(1 — n(X)]
» Eso demuestra directamente que

L* < Lyw <2L7



1.7.4. k general y impar

De manera general tenemos el

LD ' _
L = B[S (0001 =m0V (10011

j=0
+(1 = 10X))Ljks2) |
Ademas, tenemos que
L* < < Lokpyww < Lak-nyww < -+ < Laww < Ly < L

En particular, cuando la tarea de clasificacién es facil (L =~ 0), el
algoritmo de k-NN da buenos resultados.



1.7.5. Complexidad del algoritmo

Hay opciones de algoritmos que estructuran (por agrupamientos)
los datos para facilitar un uso repetido del clasificador.
> Greedy:
» Training: Tiempo O(1)
» Training: Memoria O(1) (no hay entrenamiento)
> Testing: Tiempo O(d * k * n).
» Testing: Memoria O(1).
> Método arboles k-d, Método Ball-Tree
» Training: Tiempo O(d * n x log n)
» Training: Memoria O(d * n)
» Testing: Tiempo O(k log n).
» Testing: Memoria O(1).



1.Métodos de clasificacion

1.8.Curso del 12 de septiembre



1.8.1. Arboles de decisidon

Los métodos de reduccién para los k-vecinos mas cercanos
(k-d-trees o Ball-trees) son casos particulares de un método mas
general: Arboles de decision.

» Un algoritmo tipo arbol de decisién construye un arbol donde
las hojas del drbol corresponde a una categoria.
» Cada nodo del arbol corresponde a una decisién de
clasificacién.
» Clasificar un nuevo dato consiste a bajar en el arbol y
contestar una serie de preguntas.
Es un algoritmo que sirve de clasificador pero también puede
también cumplir con la tarea de regresion.



1.8.1. Arboles de decisidon

Ejemplo de arbol de decisién construido.




1.8.2. Arboles de decisidon: Definicidn formal

Un 4rbol de decisidn se construye recursivamente:

1.
2.

Se elige al azar un nodo activo del arbol.

Se elige al azar un componente i/ dentro de las d posibles de
los vectores de atributos (X;) que pertenecen al nodo.

En base a los X ; y Y; del nodo, se separan los datos en dos
grupos Gy y Gy en base a una regla de clasificacién (sencilla).

. Se crea dos nodo “hijos” que reciben respectivamente los

datos de Gy y de Gp.

» Si un criterio de paro estd verificado el nodo hijo se transforma
en una hoja del arbol y
» Si no, el nodo se considera activo.

Inicio: El algoritmo inicia con la raiz que contiene todos los
datos.

Fin: El algoritmo termina cuando no hay mas nodo activos.



1.8.2. Arboles de decisidon: Definicidn formal

» En la etapa 3, en general se usa una clasificacién muy sencilla:
lineal unidimensional.

> En general se trata de tener dos grupos lo mas separados

posibles.
Gini Impurity:
Es un indice que mide que tanto se parecen los datos a dentro de
un cierto grupo G. Denotamos pi, ..., pk las proporciones de cada

poblacién a dentro de G..
» Para una poblacién i, la impuridad esta dada por
pi(_;iPi) = pi(L — pi).
» La impuridad global estd dada por
le = Elel pi(l—pi)=1- Zlel p;



1.8.2. Arboles de decisidon: Definicidn formal

Entropia de informacion:
De la misma manera se consideran p1, ..., px Yy se calcula

He = — 311 pilog(pi).

Varianza:
Se considera sencillamente la varianza dentro del grupo G con

Ve =Y icclyi — v6)*

Para una decisién de clasificaciéon y una medida de disparidad /, se
maximiza el criterio siguiente:

C= Inodo padre — Inodo hijo; — Inodo hijo,



1.8.3. Criterios de paro

Los criterios de paro son mayormente de dos categorias:
» Si un grupo tiene menos datos que un cierto nimero ng.

» Si el criterio C méximo (de la etapa de corte) estd abajo de
un cierto nivel G.

A veces, se consideran criterios de paro hibridos.

Ventajas:
» Los arboles de decisién son facilmente interpretables.

» Pueden funcionar para datos que mezclan atributos continuos
y discretos.

Contra:
» Tiene la tendencia de sobre ajustar las regiones a los datos.

» Las fronteras de separaciones entre las clases son
principalmente paralelas a los ejes.



1.8.4. Bosques aleatorios

Los bosques aleatorios son conjuntos de arboles 71,...,7m de
decisién, nada mais.

» Para clasificar, se hace una votacién entre las respuestas de
clasificacién de cada arbol de decisién de la clase.

» Los diferentes arboles de decisién se construyen de la manera
la mas independiente posible.

» Por ejemplo, se puede seleccionar al azar un sub-conjunto de
los datos y crear un arbol de decisién sobre estos datos.



2.Busqueda de estructura:Cambio de
espacio

2.1.Clase del 17 de septiembre



2.1.1. Contexto

La busqueda de estructura en un conjunto de datos es
generalmente un trabajo anterior a cualquier tipo de estimacidn,
prediccién, etc... sobre los datos.

Idea principal: Supongamos tener a disposiciéon un conjunto de
datos Xi,..., X, en un espacio X. En general tendremos que X
sea un espacio lineal. Aqui podemos consideramos que cada X;
contiene toda la informacién del dato i (variables atributos o
explicativas y variables de categorias o de respuesta).

Queremos hacer una modificacién de los datos T : X — X’ de tal
manera que los variables T(Xi),..., T(X,) contengan la mayoria
de la informacién. La transformacién T es buena si es mas facil de
hacer el estudio de datos sobre los T(X1),..., T(X,).



2.1.1. Contexto

Hay dos formas de considerar que el estudio es mas facil.

1. El espacio X’ es un espacio mds chico de X.
> En general, la dimensién del espacio X’ es menor (idealemente
mucho menor) que la dimensién del espacio X.
» La complejidad de los algoritmos es mds baja en X’. Por
ejemplo, el espacio nuevo tiene una estrucura topologica
adicional (convexidad, compacidad, datos sparse, etc...)

2. La tarea de estudio de datos es mds potente en X”.

» Los datos son mds separados en el nuevo espacio.
» Las tecnicas a usar luego son mds sencillas (algoritmos lineales,
etc...)



2.1.2. Descomposicién en valores singulares (SVD)
Nos ponemos en el contexto de un espacio vectorial X = RY.
La primera idea es de considerar una proyeccién lineal
T : R? — RS con s mas chico de que d. Una idea muy popular es
la descomposicién en valores singulares (SVD).

Consideramos una matriz A. Esta matriz serd de tamafo n x d
(denotamos A € M, 4(R)) pero supongamos que A no es de
rango completo si no que es de rango r (denotado rg(A) = r) con
r < min(n, d).

Teorema (Descomposicién (SVD))

Existen matrices ortogonales U € O,(R) y V € O4(R) y una
matriz A € M ,(R) diagonal de valores diagonales A1, ..., \,
positivos tal que

B - /N0
A= UDVT, D_<0 0

y D e Mn,d(R).



2.1.2. Descomposicién en valores singulares (SVD)

La construccién se hace considerando la matriz cuadrada AT A. Es
una matriz de tamano d x d simetrica y positiva. Entonces, existe
una matriz ortogonale V € My(R) tal que

A% 0
Ta_ T _
AA=VIV F-(O 0>

donde V = (Vi W) con Vi € My ,(R). Completamos la
definicién poniendo U; = AViA~t y U = (U Us) con una
complecién de base por Gram-Schmidt.

Esta descomposicién es importante para poder reducir la
complejidad de muchos problemas a problemas de dimensién r.

Ejercicio: Mostrar que A= UDVT y que A= UiAV,".



2.1.2. Descomposicién en valores singulares (SVD)

Ejercicio: Mostrar que existen matrices G y H de rango r (de las
cuales daremos las dimensiones) tal que

A=GHT

Mostrar también que A es una suma de r matrices de rango 1 dada

por
r
A= Z )\,'U,'Vl-T.
i=1

Por fin, mostrar que las columnas de U son vectores propios de
AAT y que las columnas de V son vectores propios de AT A.



2.Busqueda de estructura:Cambio de
espacio

2.2.Curso 19 septiembre



2.2.1. Descomposicién en valores singulares (SVD)

Solucién Ejercicio: Se tiene que verificar los calculos matriciales
por bloques. Por definicién, tenemos

ATA=vrv’ entonces, VTATAV =T.

Por bloques eso da,

VAR A2 0
<V;T>A AV, vz):<0 O),

en particular, tenemos V;" AT AV; = A2 y también V,] AT AV, = 0.
Eso implica directamente AV, = 0. Ahora para terminar, podemos
calcular la matriz UT AV. De nuevo, por bloques tenemos

o, (U (U] Ay U] AV,



2.2.1. Descomposicién en valores singulares (SVD)
Entonces tenemos (como AV4 = UiA)
UTAV = (UlTAv1 UlTAV2> _ < A o> _ (/\ o>'
UfAVs  UJ AV, Uj UtA 0 0 0
Como tenemos UT AV = D, obtenemos A= UDV'T. En la

definicién, tenemos directamente A = U1/\V1T.

Para el segundo ejercicio, podemos tomar por ejemplo
G=U M, (R)y H=ViA € Mq4,(R). Para terminar,

podemos denotar uy, ..., u, los vectores columna de Uj y
Vi,...,V, los vectores columna de V7. Abusamos la notacién
ui=(0]u|0)

de tal manera que Uy =), ui y V4 =) ; v;. Finalmente tenemos
U1/\V1T = (D u)NZ; Vi)T =2 )\,-u,-v,.T.



2.2.2. SVD: aplicacién

Una propiedad simpdtica es la siguiente:

Teorema (Eckart-Young)

Sea A una matriz de M, 4(R) y sea k < min(n, d). Denotamos
A= 27:1 AjUj v,-T su descomposicion en valores singulares donde
los valores singulares estan ordenados de manera decreciente

A1 > Ao > -+ > Ay. Entonces, la mejor aproximacion de rango

menor

Ax = argmin ||A— B|
rango(B)=k

esta dada por
k
-
A = Z AiUjv;
i=1

donde la norma || - || es la norma de Frobenius o la norma espectral.



2.2.2. SVD: aplicacién

Recordatorio:
» Norma de Frobenius: ||A||f = (tr(AT A))Y/2.
» Norma espectral: ||A||3 = supwHuH:l(ATAu7 u).

Se pueden calcular las distancias de error por ejemplo:

A — Akll2 = Aks1

» Se puede aproximar matrices de M, 4(R) que requiere n x d
parametros por k productos de vectores. Eso requiere
k x (14 n+ d) valores.

» Si k es pequefio, k X (1 + n+ d) es mucho menor que n x d
= Compresién de datos!



2.2.3. SVD:Complecién de matrices de rango bajo

Imaginamos el contexto siguiente:

. hm— w-y ﬁ
i \ \ B
i‘ i ' B Ay eew

N I TS ? ? coe
? Pririvieis ? ? Yrinfrirle ? XX
? ? ? Yol il ? ece
P AU A 9 P i eee

. .
L] L ] L] L ] L] L ] L ]
. .



2.2.3. SVD:Complecién de matrices de rango bajo

Tenemos una matriz A de rango pequeio de la cual no observamos
todas las entradas.

Existe un conjunto  que corresponde a los pares de indices (7, )
donde la matriz A estd observada y una proyeccién Pq asociada.

Entonces la matriz Pq(A) tiene las entradas p; j = a;j cuando
(i,j) € Qy pij = 0sino. La propuesta de la complecién de A es
la siguiente:

1
min/i\;,nize H(M) := §|]PQ(A — M)||E + XM,

donde || - ||« es la norma nuclear (la suma de los valores singulares).



2.2.3. SVD:Complecién de matrices de rango bajo

Se propone el algoritmo iterativo siguiente:

1. Reemplazar las entradas de A faltantes por las entradas de la
estimacién corriente M.

A= Pa(A) + P (1)
2. Update de la matriz M con el soft-threshold:
A=uUpvT
M = US\(D)VT

donde S, opera sobre cada elemento de la diagonal con la
funcién x — (x — \)4.
Por ejemplo, si A es muy grande, muchos de los valores diagonales
de D se fijan en 0.



2.Busqueda de estructura:Cambio de
espacio

2.3.Curso del 24 de Septiembre



2.3.1. Factorizacién no-negativa:intuicion

Vimos la factorizacién SVD importante A = UDV T para cualquier
tamafio n x d de matriz.

P> Permite una descomposicién en matrices de rango 1.

P> Permite una aproximacién por matrices de rango menor.

» Se puede escribir A= GH' donde las matrices G y H tienen
el rango de A.

De vez en cuando se necesita una otra aproximacion parecida pero
diferente: Aproximacion por matrices no-negativas.



2.3.1. Factorizacién no-negativa:intuicion

Contexto: Imaginamos que A es una matriz de entradas
no-negativas: a;; > 0. Supongamos que A se escriba A = uv’
donde las entradas de U € M, «(R;)y V € My «(R4) sean
no-negativas.

Los vectores reglones (a); de A se escriben

T T
d; uy -
A= | .. = x V
al ul

Entonces, cada a; se escribe como una combinacién lineal de
vectores columna de V:

aj = Uj1vi + -+ Uik Vi



2.3.1. Factorizacién no-negativa:intuicion

Los u;j se interpretan como pesos de una base de vectores de

atributos dado por vy, ..., V.

[ -\1!_ i L
|7 T« .

[ - - - >

- - ” m
- o | ¥

- | | ‘ T
- -_"'
= - | - 7 A

Cada vector a; corresponde a una imagen y se combinan vectores
de referencia v; para obtener la imagen final.

= Es una aproximacion!



2.3.2. Factorizacién no negativa (NMF):definicién

En general no existen matrices con entradas no negativas tal que
A= UVT. Se hace la aproximacién

(U*, V*) = argmin f||A UV T2 =: argmin J(U, V).
U,v>0 U,v>0

La cantidad J se puede escribir
1
JU, V) = Etr(AAT +UvTwuT —AWUT —UVvTAT).

El truco habitual para minimizar una funcional bajo restricciones es
considerar el Lagrangiano:

L(U, V) =J(U,V) - Zza,duu ZZ@JV,J

i=1 j=1 i=1 j=1



2.3.2. Factorizacién no negativa (NMF):definicién

Si consideramos la notacién P, = («;j)ij y Ps = (Bij)ij entonces
el Lagrangiano se escribe

L(U,V)=J(U,V) —tr(P,UT) —tr(PsVT).

Ahora la tarea se reduce a minimizar la funcional L. Para eso,
podemos considerar una nocién extendida de derivacién: la
derivaciéon matricial.



2.3.3. Paréntesis : Derivacion matricial

Por definicién formal se considera la derivacion de una funcién a
valores reales de una matriz A como la matriz de derivadas al
respecto de cada entrada de A. Formalmente,

dF (A) _ (df(A))

dA da,-,j
For example,

dtr(AB)
dA

dtr(ATA)
dA -

dtr(AT BA)

— BT
’ dA

= (B+BT)A

2A,

Ejercicio: Mostrar esas formulas.



2.3.4. (NMF) fin de calculo

La derivacién de L al respecto de U y V da las dos ecuaciones
matriciales:

—AV+UVTV-P,=0
~ATU+WTU-P3; =0

y las condiciones de positividad dan
ajjuij=0 Vij
ijvij =0 Vij.
La combinacién de esas ecuaciones permite obtener las relaciones

(AV)jiuj = (UVTV)ju;
(ATU)jvij = (VUT U)jjv;



2.3.4. (NMF) fin de calculo

Para resolver este sistema, se considera una aproximacion iterativa:

1. Inicializacién: Tomar Uy y Vo positivas (al azar por ejemplo)

2. A cada iteracion se calculan todos los

(UO(VOYT (0,40

U(-t+1) _ ij
! (AV(D);

(1) _ (V(t)(U(t))TU(t))UV,S-t)
Y (ATUW®);

3. Usar un criterio de paro para terminar el algoritmo.
Los valores U(t) y V(8) de salida forman la factorizacién
aproximada de A.

Para una referencia de convergencia ver:
Algorithms for Non-negative Matrix Factorization - Lee, Seung



2.Busqueda de estructura:Cambio de
espacio

2.4.Curso del 03 de octubre



2.4.1. PCA: Analisis en componentes principales

Supongamos una vez mds tener una matriz de datos A € M, ,(R)
donde n es el nidmero de individuos de la muestra y p el nimero de
atributos.

En general podemos tener todos los casos: n>> p, n > p, n= p,
n<pon<p.

Las herramientas vistas en las clases anteriores permiten hacer una
reduccién de dimensionalidad (Eckart-Young, Factorizacién no
negativa, Criterio de Fisher,...).

Vamos a ver una otra técnica (como caso particular de
Eckart-Young).



2.4.1. PCA: Analisis en componentes principales

Aqui se supone que las variables correspondiendo a las filas son
i.i.d. (idénticamente distribuidas segtin una distribucién
desconocida y independientes). La matriz de varianza de A esta
dado por £ = ATA € M,(R).

Queremos “proyectar” los datos X; (las filas) sobre un espacio de
dimensién mas bajo que p (su dimensién natural) de tal manera
que se guarda la mayor variacién posible dentro de los datos.

Entonces, si G corresponde a la matriz de proyeccién, los nuevos
datos son y; = X,-T. La matriz G es de tamaifio k X p con k < p.
La nueva matriz de varianza esta dada por

Var(y) = GXGT

Para tener una cantidad en R, se considera la varianza total dada
por tr(GXGT).



2.4.1. PCA: Analisis en componentes principales

Para una k dada, definemos la transformacién G éptima como la
matriz de proyeccién que maximize la varianza total. Formalmente,
queremos resolver el problema de optimizacién siguiente:

max tr(GEGT) =\ + -+ )\
G:GGT =l
donde las A1,..., Ak corresponden a los k valores propios mas
grandes de la matriz X.

La solucién esta dada por la matriz G = [ty,..., t] de los
vectores propios (ortogonales) correspondiendo a los valores
propios Az, ..., Ag.



2.4.2. PCA: Un lemma importante

Al final la cosa a mostrar es el

Teorema
Sea A una matriz simétrica n X n con descomposicion espectral

A=TATT A =diag(6y,...,0n)

donde supongamos que los valores 1, ...,d, estan ordenados de
manera decreciente. Tenemos TTT = TTT = 1,. Sea k < n,
entonces

max tr (GAGT) =61 + -+ .
GGT=I,
Y la cota superior se alcanza para G = [ty,.. ., t;] la matriz de
los vectores propios (ortogonales) correspondiendo a los k valores
propios mas grandes.



2.4.2. PCA: Un lemma importante
» Sea P=TTGTGT, entonces
tr(GAGT) =tr(GTATTGT) =tr(TTGT GTA) = tr(PA)
» Tenemos
P2=TTGTGTTTG"GT=TTG'GGTGT=T"G"GT =P

entonces P es un proyector.

» Facilmente, tenemos PT = P entonces el proyector es
ortogonal.

» En particular sabemos que tr(P) = rango(P) lo que implica
p11+ -+ pmm=kyque0<p; <1 (Usar P=PTP).
» Finalmente,

tr(GAGT) = p1101 + - + Pandp < 01 + -+ Ok



2.4.2. PCA: Un lemma importante

Al final si se elige GT = [t1,..., t], tenemos la proyeccién
P=TTGTGT que se reduce a

I, O
pP=(x
0 0
y entonces tenemos que p1; = --- = pi = 1y pjj = 0 para j > k.
Entonces, encontramos una matriz que alcanza la cota superior.



2.4.3. PCA: Solucién general

Ademas de maximizar tr(GEG ) vimos que la descomposicién en
componentes principales tiene las propiedades:

Sea y = Gx ' la transformacién de la variable x en un espacio de
dimensién k. Denotamos y1, ..., yx los componentes de y.
1. Tenemos Var (y;1) > --- > Var (yx).

2. Las variables y; y y; son descorrelacionadas.

Ejercicio: Mostrar esas dos propiedades.



2.Busqueda de estructura:Cambio de
espacio

2.5.Curso del 08 de octubre



2.5.1. Proyecciones aleatorias

Como en el caso de PCA, queremos modificar los datos xi, ..., x,
por una matriz P de tal manera que los datos y; = Px; conservan
la mayoria de la informacién.

El enfoque de esta parte es de conservar algo de las distancias
|| xi — xj||: aspecto geometrico.

Solucién: Lema de Johnson-Lindenstrauss.

La mayoria de las proyecciones (al azar) van a funcionar. Hay una
restriccion sobre la dimensién mas baja sobre la cual se hace la
proyeccion.



2.5.1. Proyecciones aleatorias

Lema (Johnson-Lindenstrauss)

Sean uq, ..., u, puntos arbitrarios de RP. Definemos la matriz
P e M, k(R) como

1
pij = ﬁzﬁ donde zj ~ N(0,1)

Sean vi, ..., vy los n puntos obtenidos por v;i = P T u;. Entonces
con probabilidad al menos 1/2,

(1= llui = gl* < vi — vl < (1 + €)llu; — uj|®

conec (0,1/2) y k > 98"

2_3-




2.5.2. Prueba del lema de J-L

Si denotamos u € RP y v = PTu. Entonces E [||v||?] = ||ul%.
Denotamos P = [p1, ..., pk| en columnas. Entonces,
k k k p
BV =B || =B |3 uf| =E |3 (Z Py
j=1 j=1 J=1 \i=1
1 k P 2 1k 2
2|3 (Saw) [~ 138 | (Sa)
j=1 \i=1 j=1 i=1
1 ‘ 1o 2 2
S v (Yo ) < LS
j=1 i=1 j=1 i=1



2.Busqueda de estructura:Cambio de
espacio

2.6.Curso del 10 de octubre



2.6.1. Prueba del lema de J-L

Para j =1,..., k defimanos
vk 1 Vk 2 2
Xj=grpu=r—v = |x]|7= s|| v||
T ™ [[ull [l
Denotamos y = ||x||.
P([lvI* = (1 +e)llul?) =P(y > ( +€)k)
— ]P;( 1+€)k)
< E [eAy
= eMlt+e)k
EleeTo0)] .
M1tk = A1tok HE [e ’}
J

1 1 ef2/\(1+e) k/2
Aok (1—20)k2 ~ | 12



2.6.1. Prueba del lema de J-L
e—2A(1+e)

k/2
Sabemos que P (|[v[? > (1 +¢)||u?) < (W) entonces si
A =¢€/2(1 + €) tenemos que

P(IIvIP > (14 )llu]?) < ((L+e)e )"

y debido a que (1 + ¢€) < e (€~¢)/2 (cuidado no tenemos
(1+¢€) < e/2),

P (IvIP = (1 +flulf?) < e ks,
De la misma manera tenemos que
P (v < (1= u]?) < e k)
En particular, si resumimos las dos desigualdades, tenemos que

P ((1—o)llul® < Iv]? < (1 +€)fuf?) > 1 —2e =)/



2.6.1. Prueba del lema de J-L

Resumimos: Mostramos que para cualquier u, y para v = PTu.

Si lo aplicamos para una diferencia u; — uj, podemos denotar A; ;
el evento “malo”

A=llui—ul? > lvi—yl> o vi—yl* < (1+€)]u—uj

tenemos P (A; ;) < 2 k(€=<)/4  Podemos usar la desigualdad
para las n(n — 1)/2 pares de puntos. Entonces,

UA’,J S n _ 1) —k(e2_e3)/4 S nQe_k(€2_€3)/4

Entonces, si tomamos k > 4log(2n?)/(e? — €3) tenemos

P (U,’JA,'J) < 1/2.



2.6.2. Ventajas de las proyecciones de J-L

Resumimos lo visto:

» Es un resultado de reduccién de dimensionalidad. Nos dice
que si repetimos el experimento de lanzar al azar P, muy
rapidamente (con esperanza E [£(1/2)] = 2) obtendremos una
P que satisface la casi-isometria.

» La dimensién del espacio reducido es del orden log(n) y no
depende de la dimensién de origen p del espacio ambiante.



2.6.3. Resumen global de reduccién de dimensionalidad

Hemos estudiado varias técnicas que permiten pre-procesar los
datos:

1. SVD (descomposicién en valores singulares)
2. Complementacién de matrices de rango bajo.
3. Factorizacién no-negativa (NMF)

4. PCA : analisis en componentes principales.
5. Proyecciones aleatorias (Lema de J-L)

Cada técnica tiene un rol preciso y tiene su lista de
ventajas-desventajas.



3.Agrupamiento de datos (Clustering)

3.1.Clase del 10 de Octubre



3.1.1. k-medias:definicidon

El contexto estadistico es identico a la problematica de
classificacién. Se supone que tengamos xi, ..., x, datos de un
espacio ambianta RP.

» Queremos k clusters Cq, ..., C, que forman una particién de
los datos x1, ..., X,.

» En k-medias nos referimos a los centroides de las clases:

u(G) = argmin Y~ d*(x, )
HERP xeC;

» La solucién es explicita para cada una de las k clases y dada
por

1 .
w(G) = cl ; X (k-medias)

Ejercicio: Demostrar este hecho.



3.1.1. k-medias:definicidon

» La funcién de riesgo que se considera es

k

G(Crre s G =D > d?(x, u(G)).

i=1 xe(;

» El objectivo de k-medias es encontrar la mejor particién

Ci,..., Ck en el sentido de la minimizacién de G(Cy, ...

» Dado el centroide, el C; que minimiza

> dPxn(G))

xeC;

estd dado por

C={x:i= argminjd2(x,,u(Cj))}

7Ck)-



3.1.2. El algoritmo k-medias

1. Inicializacién: Escoger aleatoriamente k centroides
,utl),...,uz e RY.

2. Hasta que los centroides no cambien:
2.1 En la iteracién t, para i =1,..., k definir los clusters

Cl = {x : i = argmin||x — th'1||2}
J

2.2 Para cada cluster C; calcular
1
t_
Wi = i g X
1 XECI-t

La propiedad importante es que la funcién de riesgo es decreciente.



3.1.3. Convergencia de k-medias

> Supongamos construidos los clusters C{*,..., C/ ™y los
centroides ,uifl, e /Liil de la etapa t — 1.

» Entonces,
k k
2 —12
G(CH,....CH =D > Ix—=pulP <D > Ix—ui
i=1 xeCt i=1 xeCt
» Por otro lado, los clusters Cit*1 minimizan la cantidad

k
D> Ix—uf R

i=1 xeC;

sobre la clase de todos los clusters posibles. Entonces,

k k
DD Ix—pf P Y = uf P

i=1 xeCt i=1 xect™?



3.1.3. Convergencia de k-medias

Mostramos que Vt,
G(Cf,...,CH) < G(Cf ..., ).

Entonces t — G(({,..., C}) es decreciente. Como las particiones
de los datos forma un conjunto finito, a partir de una cierta etapa
G(Cf, ..., Cf) es constante.

El algoritmo es convergente.



3.1.4. Una alternativa: k-medoides

» La idea principal es de reemplazar la distancia euclidianna por
una medida de disimilaridad D entre puntos de la muestra.

» Se pierde la nocién de centroides iguales a las medias
empiricas de cada cluster.
Los medioides seran siempre elementos de la muestra misma.

» Algoritmo PAM (Partition Around Medoids).

1. Se inicia con una particién dada Ci,..., Cg.
2. Hasta la convergencia se hace:
2.1 Se encuentran los mediodes segtin la formula

m; = argmin Z D(x,y)
xeC; yec

2.2 Se actualizan los clusters asignando los datos mas cercanos
(en el sentido de D) a los medioides.



3.1.5. Una otra alternativa: k-centros

» La idea es optimizar una otra funcién de riesgo

G(Cy,..., C) = maxmaxd(uj, x)

J x€G

» En general es un problema dificil si permitimos que los centros
j4j sean elementos genéricos de R,

> El algoritmo de aproximacién es mas sencillo que k-means.
Los centroides se pueden elegir sucessivamente.

Farthest-First Traversal
1. Inicio con un punto 1 arbitrario.

2. Para cada punto de los datos x € D, calcular d(u1,x) y elegir
el punto o el mas alejado.

3. Ala j ésima interacién se identifica el punto u; realizando el

argmax min d(x, j;).
xeD  J<I



3.1.5. Una otra alternativa: k-centros

Una visualizacién del algoritmo:

o o ® O L]
O o © O o © o o
@) o)
o o. Olly © Ol g3 ©
e) 1 o ® o @
o © o ©O o)

Al final se obtiene una particién:



3.Agrupamiento de datos (Clustering)

3.2.Clase del 15 de octubre



3.2.1. Agrupamiento jerdrquico: definicién

Entramos en una nueva manera de agrupar: Agrupamiento
jerarquico.

» Son agrupamientos sucesivos. Al tiempo t = 1 los clusters
corresponden a la particién las mas fina {1},...,{n}. Para
simplificar las notaciones confudimos los clusters sobre los
indices con los clusters sobre los datos xi, ..., x,.

> Si Cf,...,Cf es la particién de los datos al tiempo t entonces
al tiempo t + 1 la nueva particién es tal que

(C-t)l. es mas fina que (C,t+1).

! i

» Al terminar el proceso, obtenemos un dnico cluster
7 ={1,..., n} que contiene todos los datos.



3.2.1. Agrupamiento jerdrquico: definicién




3.2.1. Agrupamiento jerdrquico: definicién

Supongamos que tenemos aceso a las distancias d(x;, x;) entre
parejas de datos.

Una vez que se agruparon datos, tenemos distancias entre clusters.
Eso da luz a varias maneras de proceder.

El agrupamiento jerdrquico tiene cuatro versiones populares:
» Simple linkage: la distancia minima entre puntos de cada
cluster.

C.D)= inf d
p(C, D) e (x,¥)

» Complete linkage: la distancia mdxima entre puntos de cada
cluster.

p(C,D) = sup d(x,y)
xeC,yeD

(diametro del cluster C U D)



3.2.1. Agrupamiento jerdrquico: definicién
P> Average linkage: la distancia promedia entre los clusters.
p(C,D \CH Z > dx
xeCyED

» Ward linkage: la varianza promedia dentro de la unién de dos
clusters.

p(C,D) = Z d(x,y)?

xyGCuD

En cada tiempo t, se agrupan clusters que corresponden a la
distancia minima entre clusters,

C,D = argmin p(C,D)
C,DG(CIF),'

Los clusters al tiempo t + 1 son ((CF)\{C,D})u{CUD}



3.2.2. Un algoritmo basado en FFT

Retomamos el algoritmo FFT:

Input: n puntos con sus distancias respectivas d(x;, x;).
1. Al azar elegir un punto x; y etiquetarlo 1.
2. Parai=2,...,n
» Buscar el punto el més alejado de {1,...,i— 1} y etiquetarlo .
> Sea 7(i) = argmin;_; d(i, ).
» Sea R; = d(i,n(i)).
Output:




3.2.2. Un algoritmo basado en FFT

Para definir el agrupamiento,

» Definimos los centros p1, ..., ttx como los puntos x; que
corresponden a las etiquetas 1,..., k.

» Los puntos se asignan a su centroide el mas cercano. (Es
k-centros)

» Los R; son las distancias de i a su padre (/).
Si denotamos R(C;) = maxyec, d(x, 11;) el riesgo, tenemos
Lema
Tenemos

> Ro>-- >Ry

» Para cada k, R(Cx) = Rk+1.



3.2.2. Un algoritmo basado en FFT

Prueba:

Tomando i < J,

Rj=d(, ()
=d(j,{1,....j - 1})
<d(j,{1,...,i—1})

<d(i,{1,...,i—1}) =R,

Para el segundo punto, la distancia de un punto i > k a su punto
mas cercano es

d(i, {1, ..., k}) < d(k+1,{1,....k}) = Ris1



3.2.3. Agrupamiento jerdrquico con FFT

> Sea p:{2,...,n} = {1,...,n} tal que p(i) < i.
» La gréfica con vertices {1,...,n} y aristas

{(i,p(i)) : 2 < i < n} es un arbol denotado T,,.
» Para cada k, el agrupamiento estad definido:

» Quitamos las k — 1 aristas (2, p(2)), ..., (k, p(k)) de T,. Eso
deja k componentes.
» Cada grupo es uno de las componentes restantes.

: CANE :
i

e a5 A 0 e
/- = T e

167 16
ey —e9

; ;
SN A
|
P LS . }
"{*ﬁa




3.Agrupamiento de datos (Clustering)

3.3.Curso 17 de octubre



3.3.1. Agrupamiento espectral: definicion

En este tipo de agrupamiento, usaremos una vez mas las ideas de
descomposicién espectral de una matriz. Supongamos que
tenemos aceso a una matriz de similaridad simetrica S € M,(R).
» Imaginamos que podemos organizar los datos en una forma de
grafo G = (V, E) donde los vertices V = {vi,...,v,} son los
datos.
» El grafo es ponderado en el sentido de que existe una matriz
W = (w;j)1<ij<n de tal manera que si w;; = 0 los vertices v;
y vj no estan conectados.

» Consideramos la nocién siguiente de grado para el vertice i:

n
di=Y wi
j=1

y la matriz de grados D esta definida como la matriz diagonal
con los (d;); en la diagonal.



3.3.1. Agrupamiento espectral: definicion




3.3.2. Grafos populares

e-vecindad: Dos vertices v; y v; se conectan si su distancia es
menor a €. El peso w;; asociado es 1 si estan conectados y zero si
no.

k-vecinos mas cercanos: (k-vecinos mds cercanos) Un vertice v;
se conecta a v; si es uno de sus k vecinos mas cercanos. El peso
w; j asociado es d(v;, vj) (o su disimilaridad D(v;, v;) en el caso
generalizado) la distancia entre los dos puntos.

(k-vecinos mds cercanos mutual) Dos vertices v; y v; se conectan
si v; es un k vecinos mas cercanos de v; y v; es un k vecinos mas
cercanos de v;.

Grafos completos: Cada par de vertices estan conectados. El
peso w;; asociado es una funcién de similaridad. Por ejemplo,

wij = exp(—x; — x?/20%).



3.3.3. Nocién de tamano en un grafo

Vamos a tener que considerar sub-grafos de G.
» Para A, un subconjunto de V, i € A es el conjunto de indices
{ilvi € A}.
» El tamafio de un conjunto A se puede definir como:
|A| = Z 1 = el ndmero de elementos de A.
i€A

vol(A) = d;

i€eA
» Para dos sub-conjuntos A, B de V/, definimos

icAjeB



3.3.4. El Laplaciano

Definimos la matriz L = D — W. Se llama Laplaciano no
normalizado.

Proposicién
Tenemos los siguiente
1. L es simétrico y definido positivo.
2. Para un vector u € R”,
TL _ 1 - 2
u'Lu= 2iJZ:1Wi’j(UI_Uj)

3. 0 es valor propio de L y el vector 1 (con 1 en cada entrada) es
vector propio asociado.

Ejercicio: Demostrar la proposicién.



3.3.4. El Laplaciano

El Laplaciano es importante por el lema siguiente:

Lema (fundamental)

Sea G un grafo con pesos (w; j) no negativos. Denotamos k la
multiplicidad del valor propio 0 de L. Entonces, el nimero de

componentes conectadas A1, ...,Ax de G es igual a k. Ademds, el
espacio propio asociado al valor propio 0 esta generado por los
vectores 1a,,...,14,,

Ta, = (u1,...,un) donde uj =1 si y solo si vj € A;.



3.3.4. El Laplaciano

Prueba: Los pesos w;; tal que i € As y j € A; son todos iguales a
0 por definicién. En efecto, As y A: no se conectan por ninguna
arista. Entonces, para cualquier u € R" podemos escribir,

n

k
uTLu =" wij(u— )2 =" 3 wij(u — )2

ij=1 t=1ijEA:

Si u es un vector propio para el valor 0, entonces u’ Lu = 0. Pero
como u! Lu es una suma de valores no negativos, todos los
términos valen 0. Entonces, tenemos

Vt=1,...,k, Vi,j € Ay, uj = uj.

Resulta que u es constante sobre cada componente A;. Entonces u
es de la forma u = a1la, + -+ akla,.



3.3.5. El Laplaciano normalizado
Se definen dos otras nociones de Laplaciano que son

Leym = p-Y2 p-1/2 — | _ p~1/2yp-1/2
Lyy=D1L=1-D"1w.

Proposicién

Tenemos los siguiente
1. Lsym y Lrw son simétricos y definido positivo.
2. Para un vector u € R",

n 2
T 1 uj uj
homt =5 2 (fdf i ﬁ)

ij=1

3. 0 es valor propio de Lsym y L, y el vector D~1/21 es vector
propio asociado (para Lsym), el 1 es vector propio asociado
(para L)



3.3.5. El Laplaciano normalizado

Ademas de lo anterior tenemos algo ligeramente mas general para
los valores propios esas matrices:

Aesv.p. de L, conv.p. us Xesv.p. de Lgm con v.p. DY/2y
< Lu = ADu (pb de v. p. generalizado)

La grande ventaja de esas definiciones alternativas proviene de la
ponderacién de los u; por el grado d;.

Es un problema mas robusto! (Pensar en el caso de outliers)



3.3.6. El algoritmo

Input: La matriz S. El ndmero de clusters k.

1.

IS T o

Construir el grafo de similaridades.

Calcular el Laplaciano L.

Calcular los primeros k vectores propios uq, ..., ux de L.
Definir U = (w1] ... |uk) € Mp«(R).

Definir les vectores (y;)i<, de R¥ como la i-ésima fila de U.

Hacer k clusters Cy, ..., Ci con los datos (y;)i<n por el medio
de k-medias.

Output: Los clusters Ay, ..., A, tal que A; = {jly; € G}.



3.Agrupamiento de datos (Clustering)

3.4.Curso del 24 de noviembre



3.4.1. Interpretacién del algoritmo

Para una descomposicién Ay, ..., Ak, tenemos varias maneras de

medir la calidad del corte.

cut(A; ...

RatioCut(A; ...

NCUt(Al ce

7Ak):

7Ak):

7Ak):

(Ai, Ai)

N =
<

I
—

W(A;, Ai)
Al

N
]~
-

= |l

W(A;, A
Vol(A))

N
-

1=

El factor 1/2 es de pura normalizacién (para contar una sola vez

cada arista).

En los dos tltimos criterios, no se permite tener A; demasiado

“pequenos” .



3.4.2. Interpretacién del algoritmo (k = 2)

En el caso k = 2. Queremos optimizar el corte en del tipo
RatioCut. Es Formalmente,

min RatioCut(A, A).
ACV

Tomando el vector u = (uy,...,u,)" tal que u; = \/|A|/|A| si

vi €Ay u; = —+/|Al/|A| si vi & A, vemos que

1 n
ulLu = 5 Z w; j(uj — uj)2
]
V rA |A Vial 1A
IEAJEA

EAJEA



3.4.2. Interpretacién del algoritmo (k = 2)

T o (1A, 1A >
u' Lu = cut(A, A) < + = +2
Al Al

o (JALIAL | A+ A
:cut(A,A)< A + 4

= |V|RatioCut(A, A)
Adicionalmente, tenemos

n ﬁ A — —
Sou=30 -y i = Vi - i =0
i=1 icA

i€cA

El vector u es ortogonal al vector 1.



3.4.2. Interpretacién del algoritmo (k = 2)

También tenemos
Al Al %
Hu”2:Z‘A| +Z o = Al +1Al=n
i€cA ’ ’
Podemos reescribir el problema de minimizacién de la manera
siguiente
Minimizar RatioCut(A, A)
Subject to AC V
Minimizar u”Lu
& Subject to u; € {y/[Al/|Al, —/|Al/[Al},
Jull = v/, ul1

Un problema més facil es resolver

Minimizar v’ Lu
Subject to ||u]| = /n,ull



3.4.2. Interpretacién del algoritmo (k = 2)

El problema de minimizacién

Minimizar u'Lu
Subject to ||ul| = /n,ull

se resuelve teoricamente con la teoria espectral.

» La solucién esta dada por un vector propio asociado al
segundo valor propio mas chico de L. O equivalentemente por
el primer valor propio no nulo.

> Falta transformar el vector u obtenido en un vector que toma
los dos valores permitidas:

ur € {y/TAI/IAL —/141/Al}

Idea : Sisgn(u;) = + entonces u; < \/|A|/|A] si no

ui = —\/Al/|A|



3.4.3. Interpretacién del algoritmo (k > 2)
En el caso k > 2, la particién del espacio no se hace tan
facilmente.

» Consideramos los vectores h; = (h; ;); tal que

hJ,—{l/V|A ifvi € A; coni=1,....nj=1,... k

si no

» Definimos la matriz H € M, ,(R) poniendo en columna los
vectores h;. Tenemos HT H = I.

» Entonces,

t 1 W(A;, A
(HTLH); = h] Lhj = = (A A)) _ 1W(A;,A))
Al 2 A

Lo que da

Tr(H" LH) = RatioCut(A; ..., Ay)



3.4.3. Interpretacion del algoritmo (k > 2)

De la misma manera que en el caso k = 2, podemos relajar el
problema en
Minimizar Tr(HT LH)
Subject to HTH = I,

» De nuevo la solucién es explicita y dada por la matriz de los k
primeros vectores propios.

» Luego tenemos que modificar los vectores h; de tal manera
que los h; ; tomen los k valores posibles 1/4/|A;|.

Es una tarea de clustering!

» En la etapa de clustering de los (h; ;); (vectores filas) se usa
un método de clustering ingenuo (por ejemplo k-means).



3.4.4. Formas alternativas del algoritmo

Podemos hacer una versién que usa el Laplaciano renormalizado.

Input: La matriz S. El ndmero de clusters k.
1. Construir el grafo de similaridades.
2. Calcular el Laplaciano L.

3. Calcular los primeros k vectores propios (generalizados)
u1,...,u, correspondiendo al problema Lu = ADu.

4. Definir U = (1] ... |uk) € Mp«(R).
5. Definir les vectores (y;)i<, de R* como la i-ésima fila de U.

6. Hacer k clusters Gy, ..., Ci con los datos (y;)i<n por el medio
de k-medias.

Output: Los clusters Ay, ..., A, tal que A; = {jly; € G}.



3.4.5. Interpretacién probabilista: Random Walk sobre G

Una interpretacién natural de la disimilaridad NCut viene de las
caminatas aleatorias sobre el grafo G.

» Estando en un punto v;, definimos la probabilidad de
transicién a v; como

- Wi?j
pl,_] - dl
La matriz de transicién formada P = (p; )i j=1,.,n estd dada
por
P=D"'W

> La teoria de cadenas de Markov dice que existe una (nica
medida estable 7 cuando el grafo es conectado y no-bipartito,
~ Vol(V)

T



3.4.5. Interpretacién probabilista: Random Walk sobre G

» Supongamos que el grafo es conectado y no-bipartito. Y
denotamos Xy una variable a valor en V con distribucién .

» Denotamos (X:):>1 la caminata aleatoria con estado inicial
Xo.

> Para A, B C V disjuntos, denotamos
P(B|A) =P (X € B|Xp € A)

Proposicion

En esas condiciones,

NCut(A, A) = P (A|A) + P (A[A)

Ejercicio: Probar esa igualdad. (Pista: Calcular primero
P(Xo €A X € B))



3.Agrupamiento de datos (Clustering)

3.5.Curso del 29 de octubre



3.5.1. Clustering con estimacién de densidad

Nos interesamos a la clase de algoritmos que estiman una densidad
en una etapa.

Cluster 2

Cluster 1
Cluster 3

> 0| e > 0ie 03 i
. . . N . .
I 125] 3

El caso popular es pensar que los datos son mezclas de variables
gaussianas.



3.5.2. Algoritmo EM:Principio

» El algoritmo EM (por Expectation-Maximisation) estd
disefiado originalmente para poder encontrar iterativamente
un maximo de verosimilitud.

» Consideramos una muestra Xi,..., X, € R de densidad
comun f(-|6p) donde 6y es un (vector de) pardmetro(s).

» Para encontrar el pardmetro 6y se define la log-verosimilitud
n
La(8) = 3 log £(Xi[6)
i=1

» En general la maximizacién de L puede ser muy compleja.



3.5.2. Algoritmo EM:Principio

Ejemplo: Si consideramos variables que son mezclas de 2
gaussianas en dimensién 3.

Xi=\NYi+(1-X)Z
donde

Yi NN(MhUl)
N(

12, 05)
)\,- ~ B(w) conme(0,1)

y si ¢,.0(x) representa la densidad de una variable normal con
parametros (p1, o2), tenemos

f(X’ 9) = 7T¢#1,01(X) + (1 - 7r)¢#2,02(x)

y 0 = (m, u1,01, p2,02) (9 pardmetros reales!).



3.5.2. Algoritmo EM:Principio

Idea: Se inventa una variable (escondida) que auxilia para la
maximizacion.
» Imaginamos (Z1,. .., Z,) variables desconocidas de las cuales
imaginamos que las X; dependen... (Ideas de cadenas de
Markov escondida)

» Calculando la verosimilitud

Le2(0) =) "log £(X;, Zi0) =) _log f(Z;|X;,0) + log f(X;|0)
i=1 i=1

= log f(Z:|X;,0) + Ly(0)
i=1

» La diferencia entre las dos log-verosimilitud esta contenida en
la funcién f(z|x,0) (la distribucién de Z dado X'y 0)



3.5.2. Algoritmo EM:Principio

> Fijamos el parametro 8(¢) (como si fuera conocido).

» Entonces tomando la esperanza a través del operador
E [-|X,0()] (significa esperanza en Z con respecto a
f(z|x,60())) en la igualdad anterior,

E |L(0)IX, 0| =E [ L.2(0)1X, 019

~E lz log £(Z;|Xi,0)|X,6()

i=1

Que volvemos a escribir
L(6) = Q(6,67)) — H(6,6'))

donde Q(6,6(°)) = E [L.(0)|X,0(°)] y
H(6,0()) =E [0, log f(Z;| X;, 0)| X, 6()].



3.5.3. Algoritmo EM: La magia

» Magia: Solo vamos a considerar Q(6,#(<)) en el algoritmo.

1. Inicializacién: () se elige al azar, t =0
2. Hasta que el algoritmo converja:
2.1 Etapa E: Evaluacién de la esperanza:

Q0,01) = E |Lc.(0)]X, 01

2.2 Etapa M: Maximizacién:

0(+1) = argmax Q(0,6")
0

Proposicién

El algoritmo EM converge a un maximo local de Ly (0).

En la practica se corre muchas veces el algoritmo para acercarse
del maximo global.



3.5.3. Algoritmo EM: La magia

Prueba: Haciendo la misma descomposicidén que antes para
0 = 0(t) tenemos

L (0%)) = Q(8), 6()) — H(e®), 9(*))
Entonces,

Q(6,61)) — (61", 01)
HOW, g(0)) — H(a,e(f>))

Le(8) — Le(68)
+

/N

Pero H(6(),6(1)) > H(H, (")) (desigualdad de Gibbs) en efecto, si
denotamos p(z) = f(z|x,0(")) y q(z) = f(z|x,6), tenemos

H(6®), 0(0)—H(9, 60)) Z / log(p(2;))p(z)—log(q(z))p(z)dz



3.5.3. Algoritmo EM: La magia

Para cada i,

| 1o8pta)pla) ~ oglatz))plz)dz = — [ tog "Ejgp(z,»dz;

:/p(z,')dz,'—/q(zi)dzi

=1-1=0

Finalmente tenemos que
L (0) — L (01)) > Q(0,01)) — Q1) 9(*))

Entonces 0(t) converge a un maximo local de L,.



3.5.4. EM para mezclas
Retomamos el modelo de mezclas.
» Supongamos que los datos Xi, ..., X, son mezclas de k
densidades g(:01),...,&(-|fk). Con probabilidad 7; una

variable X; proviene de un grupo G; (que corresponde a tener
la densidad g(+|6;).)

» Entonces
f(x|®) = ZTr,g x|6;)
donde el parametro ® = (7q,..., 7k, 01,...,0k).
> Se “inventa” la variable Z; = (zj 1, ...,z ) tal que
Zij = ]lXEG

» Entonces,

n

k
Lez(®) =D zijlog(mjg(Xil6)))

i=1 j=1



3.5.4. EM para mezclas

» Como consecuencia, tenemos
n k
Q(®,0()) = 3~ S E [21X; 019 log(mg(Xil6))
i=1 j=1
y solo se tiene que estimar
tij = E [Z,’J|X,’, (b(c)] .

Esa cantidad se estima con un estimador de Bayes
a1 g(xi168)

Sy m g (xil6f9)

~

ij




3.5.4. EM para mezclas

El algoritmo se puede escribir explicitamente
1. Inicializacién: &) se elige al azar, t =0
2. Hasta que el algoritmo converja:
2.1 Etapa E: Evaluacién de la esperanza:
Q(d,o®)  con 1
2.2 Etapa M: Maximizacién:

d(ED) = argmax Q(d, d(1))
[0}

3. Output: El dato i se clasifica en el grupo j tal que

J = argmaxt;
J



4. Nociones de redes neuronales

4.1.Curso del 31 de octubre



4.1.1. El neurona

Es un objecto de programacién que recibe una lista de valores

X1,...,Xp Yy contesta un valor de salida.
The Neuron
Input value 1 X1

Input value 2 Xz Output value

Input value m Xm

Deep Learning A-Z © SuperDataScience

En aprendizaje maquina la salida tiene la forma y = o(w”x + v),
donde o es una funcién llamada de activacidn.



4.1.1. El neurona

Algunas funciones de activacién famosas.

(a) Sigmoid : o(x) =  (b) Tanh: (c) ReLU :
(1 + exp(—x/t))* o(x) = tanh(x) o(x) = max(0, x)

La funcién ReLU (Rectifier Linear Unit) es la funcién de activacién
la mas popular en aprendizaje maquina aplicado.



4.1.2. Perceptron (Rosenblatt - 1958)

El perceptron es un algoritmo (viejo!) que permite hacer una tarea
de estimacién de w y v cuando

(x) = -1 x<0

EAS A I >0

y f(x)=o(w'x+v)parawe Ry veR.

Los datos son variables (X1, Y1), ..., (Xa, Yn) € R? x {—1,1}.

La idea es encontrar w y v tal que para cada i, Y; = f(X;).



4.1.2. Perceptron (Rosenblatt - 1958)

Input: La muestra ((Xi, Y;))i<n.
1. Inicializacién : (w,v) al azar.
2. Mientras Mis executar:
Si existe i tq f(x;) # Y; entonces

w=w+ Y;X;
v=v+Y

Si no,
Mis = False

Output: w, v.

> Si existe un hiperplano separador, el algoritmo encuentra la
solucién en tiempo finito.

» Si no, el algoritmo no termina!

» Con las herramientas de este curso, podemos hacer cosas
mucho mejor!



4.1.2. Perceptron (Rosenblatt - 1958)

La teoria dice que si iniciamos con (wp, v), el algoritmo tomara a
lo mas
[[wie — wol[* + (v — v0)? +2max; || X;||* + 2

L2

2 2
(lwa[” + v)

donde
L = min |w,] X + v.|
1

Problema: Para funciones tan sencillas como XOR, el algoritmo
no terminal!



4.1.3. Shallow Neural Network

La funcidn es de la forma

K

f(x) = Z ako(wy x + vi)
k=1

Es una combinacién lineal de neuronas (o perceptrons). Entonces
la clase de funciones que podemos construir son

K
Fro = {x > Zaka(Wka + vk) rwg € RY, v, o € ]R}
k=1



4.1.3. Shallow Neural Network

» E| ndmero de terminos en la suma = nimero de neuronas.

» Vocubulario:
> wy @ inner weights
> v, : inner biases
> «y : outer weights

» La funcidn de activacién o y el nimero de neuronas K son
fijos y conocidos.

> Se tiene que estimar los wy, vk, k.

)

O
Oi;;::;;;b, I
@

X3 "' b



4.1.4. Architectura general (multicapas)

Arquitectura Red Neuronal (L, k):

» Un entero L que denota el nimero de capas escondidas
(hidden layers).

» Un vector k = (ki,..., k) € NE.

Red Neuronal con Arquitectura de Red Neuronal (L, k):
fix— WL+1UVL WLUVL_1 ce WQO’Vl W1X

Parametros de la Red Neuronal:
» Matrices W; de tamafio k; x ki—1. (Sup: ko =d, kp41 =1)
> Sesgos v; € RX.



4.1.4. Architectura general (multicapas)




4.1.4. Architectura general (multicapas)

P Para distinguir con otras estructuras, esas redes neuronales se
llaman Multilayer Feedforward Neural Networks.

» La arquitectura estd dada.

Casos particulares:
» L =1, Shallow neural network (poco profundos, llanos).
> [ > 2, Deep neural network.

» Si un parametro s € N acota el niimero de pesos en la red
entonces se habla de Sparse neural networks.

» Sin restriccién sobre la conectividad, se llaman Fully
connected neural networks.

Otras estructuras populares:
» Convolutional neural networks

» Transformers, Autoencoders



4.1.4. Architectura general (multicapas)

| 152 layers

Revolution of Depth

22 \ayers 19 Iayers

357 l I

ILSVRC'15

8 layers 8 layers sha\lnw
ILSVRC'14  ILSVRC'14  ILSVRC'13  ILSVRC'12
ResNet GoogleNet VGG

ILSVRC'11  ILSVRC'10
AlexNet
ImageNet Classification top-5 error (%)

ﬁ



4.1.5. Aproximacién univariada

Retorno a las Redes Neuronales poco profundas
Las funciones son

K
Fro = {x — ZakU(WkTX + vi) s wy € RY, v, o € R}
k=1

» Para determinar una funcién hay que determinar K(d + 2)
parametros.

P Los espacios son crecientes en K en el sentido

Fko C FK' o cuando K < K'.



4.1.5. Aproximacién univariada

Hay un resultado importante para la validacién de las redes
neuronales:

Proposicion
Sea g : [0,1] — R wuna funcién p-lipschitz. Entonces, para

cualquier € > 0, existe una red neuronal f poco profunda (L =1)
tal que f € Fk » con o(x) = 1y>0 y K = [p/€] tal que

sup [f(x) —g(x)| < e
x€[0,1]



4.1.5. Aproximacién univariada
Prueba:
Podemos discretizar el intervalo [0, 1] de manera regular. Sean

= [p/e], bi =ie/p parai € {0,...,K—1}, ap=g(0) y
aj = g(b;) — g(bi—1). Definimos la funcién

K-1
f(X) = Z a;ﬂxzb,..
i=0

Es una funcién "red neuronal”. Para x € [0, 1] sea k el indice
maximo tal que
X > bk

y entonces f es constante sobre el intervalo [by, x]. Entonces,

lg(x) = F(x)| < lg(x) — g(bi)| + lg(b) — F(bi)| + [f(by) — £(x)|

[a)

k
< plx — bk| + |g(bk) — Z -

b



4. Nociones de redes neuronales

4.2 Curso del 5 de noviembre



4.2.1. Aproximacion universal

De hecho, el resultado es mas general. Hay una propiedad de
aproximacién universal.

Teorema

Las redes neuronales poco profundas definidas con una funcién de
activacion o € Coo tal que o no es un polinomio tiene la propiedad
de aproximacion universal:

Para cada ¢ > 0 y cada funcion g continua sobre [0,1]9, existe un
K = K(g,¢), tal que

inf ||f — < e.
canf If —glloo <€



4.2.1. Aproximacion universal

Prueba: Tratamos el caso d = 1.

Definimos A}o(t) = (o(t + xh) — o(t))/h y de manera recursiva
Ako(t) = AL(AL o)1),

Por definicién de las derivadas de orden k, tenemos, Vt € [0, 1],

Ako(t) — xkoM(t)| = 0, cuando |h| — 0.
Como o no es un polinomio, existe un valor t, € [0, 1] tq
oM(t) #0
y entonces

Afo(ty) K

O—(T(tk) — X — 0, cuando |h| — 0.




4.2.1. Aproximacion universal
Pero, como funcién de x la funcién Afo(tx) es una combinacién
lineal de los o(t),o(t + hx),o(t + 2hx),...,o(t + khx). Entonces,
para cualquier h,

fhx— Aﬁa(tk) € Frtl,0




4.2.1. Aproximacion universal

Entonces la funcién x — x¥ se aproxima por las funciones f,. La
convergencia ocurre uniformemente en x. (Convergencia de
funciones continuas en un compacto.)

Por el teorema de aproximacion de Weierstrass, sabemos que
cualquier funcién continua f se puede aproximar uniformemente
por funciones polinomio

K—o00

Entonces tenemos

(PK(f))h m PK(f) — f

K—o0

y (Pk(f))n es una funcién de red neuronal poco profunda con
K 4 1 neuronas.



4.2.1. Aproximacion universal

Comentarios:

» Vemos porque o no puede ser un polinomio. En efecto, las
combinaciones lineales de polinomios de grado r son
polinomios de grado a lo maés r.

» Ma4ds capas de neuronas ayuda en este caso! Ayuda a generar
polinomios de grados crecientes!

» La construccidn es explicita en funcién de las derivadas de las
funciones.



4.2.2. Caso multivariado: Prueba

El resultado de la prueba es que

| Fro =cl0,1]
K

Para el resultado de dimensién general, se usa que la clase de

funciones Ridge
K

x»—>Z)j w; Tx)

Jj=1

son densas en la clase de funciones continuas, donde cada
fi : R — R es una funcién continua. El caso unidimensional de la
aproximacién da que

K’
Z o(aji - +bji)



4.2.2. Caso multivariado: Prueba

Entonces para una funcién continua f : [0,1]¢ — R,

K K' K
fr Z fi(w ) ~ Z Za(aj,-wf - +bj).

j=1 i=1 j=1

La aproximacion se hace con una red neuronal poco profunda con
K x K’ neuronas.



4.2.3. Un teorema general de aproximacién universal

En general hay un teorema importante para la aproximacién de
funciones:

Teorema
Sea F una clase de funciones que satisface las condiciones:

1. Cada funcion f € F es continua.
2. Para cada x, 3f € F tal que f(x) # 0.
3. Para cada x # x', 3f € F tal que f(x) # f(x"). (Separacidn
de los puntos)
4. F es una algebra.
Entonces F es una clase de aproximacion universal.



4.2.3. Un teorema general de aproximacién universal

Entonces tenemos facilmente

Proposicién
La clase
Feos,d = {x € RY — Z aj cos(w; x)}
i

es una clase de aproximacion universal.

» Entonces una red neuronal poco profunda con o = cos es una
clase de aproximacién universal.



4.2.4. Estimacién de los pesos

P> La estimacién de los pesos W; es el reto mayor para la
estimacion de las redes neuronales (profundas o poco
profundas).

» El problema de estimacién es no-lineal (altamente no-lineal
para redes profundas).

» Se basa sobre la técnica general de minimizacién de funcién
de perdida.

L(0) = znjﬁ(Y,-, fo(Xi))-
i=1

» Una manera general de solucionar este problema es el famoso
descenso del gradiente.

1. Elegir un pardmetro §p € R? y un taza de aprendizaje n > 0.
2. Secuencialmente, mover

Orr1=10¢ — UVOtL(at)



4.2.4. Estimacién de los pesos

» El aprendizaje de una red neuronal require muchos datos y en
general es (extremadamente) costoso de calcular

Vo, L( Zvet Yi, (X))

» Una alternativa es SGD (Stochastlc gradient descent),
descenso del gradiente aleatorio. Se elige un dato (Xt(,-), Yt(,-))
al azar y se calcula

Orr1 = 0c — Vo, L(Ye(iy, fo( Xe(i)))

donde (/) es el indice aleatorio del dato seleccionado.

P> Es computacionalmente mucho mas ligero pero introduce
mucho ruido.

» En la practica se utiliza el compromiso:

Oer1=0c—n Y Vo l(Yi, (X))
i€B:

con B; aleatorio y |B;| < n.



4. Nociones de redes neuronales

4.3.Curso del 7 de noviembre



4.3.1. Derivaciones de composiciones de funciones

En las redes neuronales de Feedforward, la estructura de la funcién
respuesta es una composicion de muchas funciones sencillas.

Recordamos la formula fundamental para la composicién de
funciones para f : F > Gy g: E — F,

d(F o g)(x) = df (g(x)) o dg|

o entras notaciones

0f(g(x)) _ 9f(g(x)) 9g(x)

Ox Jg(x) 0x

La formula fundamental permite también derivar la formula para
funciones multivariadas. Para derivar una funcién de la forma
f(x) = F(g(x), h(x)) seguimos la formula

0f(x) _ 9F(g(x), h(x)) de(x) | 0F(g(x). h(x)) Oh(x)
Ox 0g(x) Ox Oh(x) Ox




4.3.1. Derivaciones de composiciones de funciones
El ultimo ejemplo se puede representar por el grafo siguiente:

)
o _— \\7/ ‘\\\\\{/\(;zr)
Input< \/ \ - Outpu
* /\ \\\ - \/‘ F(g(x
\’/ B — hzq)
\\h /

Un grafo que corresponde a unas composiciones de funciones
permite conocer la formula de derivacién!

Ejercicio Derivar el output (en funcién de cada variable de input)
del grafo siguiente donde

a(u) = u, b(u) = u,g(u,v) = t*+v, h(u,v) = u—v, F(u,v) = u/v

\)/ T 7\ Output
/N (P ) ——



4.3.1. Derivaciones de composiciones de funciones

En general podemos considerar un grafo orientado (sin ciclos) y
generalizar la idea.

Lema
Sea G = (V, E) un grafo orientado sin ciclos. El nudo i € V
contiene la variable y(i). Consideramos la derivada parcial en la

arista orientada (i, j) dada por z(i,j) = gﬁg; Denotamos P el

conjunto de caminos (orientados) saliendo de un nudo x y
terminando en el output o. Entonces,

o= 11 =)

PEP (ij)eP



4.3.2. Programacién dindmica
Un algoritmo posible es
1. Calcular el valor de y(i) en todo los nudos del grafo.
2. Calcular el valor de z(i,j) para todas las aristas del grafo.

3. Para cada camino de P, calculamos el producto de los z(i, j)
correspondientes.
4. Calcular la suma de ellos.

Hay un problema algoritmico grande! En general el nimero de
caminos que tendremos en un grafo crece de manera exponencial!
Ejercicio: Calcular con la formula la derivada 2—8 de

h(11) h(2,1) h(3,1) h(4,1) h(51)

O=w?

INPUT

WEIGHT OUTPUT

h(1,2) h(2,2) h(3,2) h(4,2) h(5:2)

Usamos ideas de programacién dindmica



4.3.2. Programacién dindmica

Consideramos un grafo G = (V, E) con el valor z(i, ) ligado a
cada arista (/,/) orientada. El objectivo es calcular de manera
eficiente la cantidad

S(x,0)=>_ [ 20i.j)

PeP (ij)eP

Hay una manera recursiva de calcular S(i,0) para i € V. En
efecto, tenemos

S(i,0)= Y S(j,0)z(i.))

J:(ij)eE
Ejercicio: Probar la formula.

Da el nombre de backpropagation



4.3.3. Calculo de la backpropagation

El objectivo serd de calcular el gradiente de una funcién de perdida

R:w~— i L(Y;, fw (Xi))
i=1

Entonces,
n

oL
VWR — ; mvwfw(x,)

Una red neuronal Feedforward es tal que los pesos w se encuentran
en las aristas del grafo. Consideramos un camino hy, ..., hx, 0
entre neuronas escondidas seguido por el output o. El peso

W(h, hy11) corresponde al pesos de la arista entre h, y h,y1. En fin,

OR = 0L 0f,(X;) Oh
OW(h,_rh) = Of(Xi)  Ohr Owin, )




4.3.3. Calculo de la backpropagation

El termino

Of,y(X:) 5 0f, (X)) ¢ Ohisa
Oh L 0h;

[Ar,...,hx,0]EP

se calcula por backpropagation! Entonces toma la forma recursiva

S(ho)= Y OTs(ho)

h:(h,h)eE "

Solo nos falta saber calcular las derivadas g—hh:
r

Oh
oh,

= O'/(ah)Wh”h

donde aj, es el valor dentro del neurona h antes de calcular la
funcién de activacién (la combinacién lineal).



4.3.3. Calculo de la backpropagation

Entonces podemos escribir el algoritmo de backpropagation:

1. Evaluacién de los valores escondidas h de todos los nudos, del

output o y de la perdida L por una etapa forward.
2. Inicializacién S(o0,0) = %.

3. Calcular S(h, o) para todos los nudos con la formula

S(hr,0)= > o'(an)wh,»S(h,0)
h:(h,,h)€E

4. Calcular para todos los pesos wy, ; p,

oL

—— = 5(h hy_10’
OWh (hr,0)hr—10"(an,)

(En particular la derivacién con respecto a los sesgos se hace
evaluando la ultima ecuacién en h,_; = 1)



4.3.3. Calculo de la backpropagation

» En la etapa del descenso del gradiente, el calculo se adapta
muy facilmente. Podemos ver la perdida como

L=> "1
ieB
Tenemos que sumar las contribuciones de cada punto (Xj, Y;).

» En la mayoria de los algoritmos modernos de redes neuronas,
la salida es multi-dimensional. Es un vector

o= (01,...,0m)

De nuevo, la contribucién (al grafiente) de cada output se
suma. En efecto, en la regla de cadena, tendremos

L T~ OL o,
ow Pt 0o; Ow




4.3.3. Calculo de la backpropagation

Caso Softmax:

La red neuronal tiene outputs dados por

o — XP(VI)
LY exp(v)

En general la etapa de Softmax solo se aplica en la dltima capa y
en general la perdida elegida para evaluar la perdida es

k
L=— Zy,- log(o;)
i=1

donde las y; € {0,1} corresponden a una informacién de clase :
vi=le xel;.



4.3.3. Calculo de la backpropagation

do;
A priori, tenemos que calcular las derivadas 2 80 Y v De hecho los

calculos son mucho mas sencillos si uno usa que

oL _~0Ldo _
aV,' _, 80] 6v,~ - yi
j=1

. . . doj
Ejercicio: Mostrar esta formula. (Pista: Expresar las derivadas 8—3{
solo en funcién de o; y o;.)

Ejercicio: Qué sera la formula de backpropagation para la funcién
de activacién sigmoid (o(x) = 1/(1 + exp(—x)))?
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