Distancias y divergencias entre medidas de probabilidad
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1 Definiciones y propiedades basicas

En nuestro contexto, consideramos medidas de probabilidad u,v € P(R™).
Definition 1. Sean u,v € P(R™). Definimos las distancias

o La distancia en variacion total:

drv(p,v) = sup |u(A) —v(A)]
AeB(R™)

e La distancia de Wasserstein:
Para una distancia d sobre R™

1/p
Wp(u,v) = inf / d(x,y)dr(z,y)
mel(p,v) \JRnxR"

donde I'(u, v) corresponde a las medidas de probabilidad sobre R" xR™ y de marginales
dadas por i y v.



e La divergencia de Kullback y Leibler para medidas tal que p << v:

DGl = [ 1os (60) ) auto)

1.1 Propiedades de la variacion total
Proposition 1. Para dos medidas de probabilidad p, v,

e Siu y v son discretas sobre X,

drvinv) = 5 3 (e} — v({a))

reX

= 1= 3 wlda) Avifa})

rzeX

Adicionalmente, si denotamos A* = {x € X : p({z}) > v({z})}, entonces drv(u,v) =
H(A%) — 1(4°).

e Sip yv tienen densidades f y g (al respecto de la medida de Lebesgue \),

1

drv(u) =5 [ 150~ 9(a)ldx)

=1- | fx)Ag(z)dA(z)
7

Adicionalmente, si denotamos A* = {x € X : f(z) > g(x)}, entonces dry(u,v) =
H(A*) — v(A").

Proof. Hacemos la prueba en el caso discreto, el caso con densidad se trata de manera
analoga. Para A € B(R"),

w(A) —v(A) = p(ANA*) —v(AN A" + (u(AN A%) — v(AN A*))
>0 <0
< pu(ANA*) —v(An AY)
= > u({z}) —v({z})

TEANA*

< 3 nfa}) - vi{a})

rEA*
< p(A%) = v(A").

De la misma manera, tenemos

v(A) = p(A) < V(A7) — p(A%) = p(A7) - v(47)



lo que prueba |v(A) — u(A)] < u(A*) — v(A*) con caso de igualdad si A = A* y eso
demuestra la segunda parte. Para la primera, notamos que

> lu(feh) —v({aPl = Y ul{z}) —v({eh) + Y v({z}) - p({e})

reX TEA* re AT

I II

Tenemos I —I[I =1—-1=0y [ = u(A*) —v(A*) = drv(u, v). Entonces,

Y ulad) —v({z})| = I + I = 2dry (p,v)

zeX

En fin,

Y oulah) Av({a}) =) %(u({w}) +r({z}) = [u({z}) —v({z})])

reX zeX

1 1

= 54‘5 —drv(p,v)

Example 1. Sean p~ U|0,1] y v ~ UJ0,2], dry(pu,v) =1/2

Sean pt ~ N(m,%1) y v ~ N(m,53) con m € R y £1, %5 € Mgyeq(R). De manera
interesante, no hay formulas cerradas para la distancia en variacién total entre p y v. Hay
cotas del estilo:

Example 2. Sean A1,..., g los valores propios de la matriz 21_122 — I4. Entonces,

1. dry (p,v)

100 min <1, \/Zle )\12>

<

N W

Ver [2]

La topologia de la distancia en variacion total es la misma que la topologia de la
convergencia en distribucién. Para ver eso:

Exercice 1. Sea F el conjunto de funciones medibles f : R™ — [—1,1]. Mostrar que

1
dTV(:U'vy)_2JScu£)__’/fdﬂ_/de
S

Mostrar que el supremo se alcanza para f = 14+ — 14=.



1.2 Ejemplos de distancia Wasserstein-2

Para simplificar el problema, es facil ver que es suficiente considerar distancias de Wasser-
stein de translaciones de X y Y de tal manera que las dos variables son centradas. En
efecto,

infE[|X - V[*] =infE[|X -E[X] - (Y ~E[Y])’] + [E[X] -E[Y]]3
Para dos distribuciones gaussianas, hay una manera de calcular explicitamente la distancia
de Wasserstein entre ellas.

Proposition 2 (Ver [3]). Sean pu ~ N(m1,%1) y v ~ N(ma,X2) dos medidas gaussianas
de P(R™). Entonces,

Wa(p,v)? = |lmy — ma)2 + Tr(S1 + Xo — 2(2)/25,51/%)1/2)

Denotamos d(X1,%2)? = Tr(X1 + Xy — 2(21/22221/2)1/2) de tal manera que d es una
distancia entre matrices symetricas.

Proof. El resultado es de hecho un poco mas general. Podemos probar el
Lemma 1. Sean dos variables X, Y de R" centradas y de varianza Y x y Xy . Entonces,
d(Ex, Sy)? <E[IX - V[?] < Te(Sx + Sy +2(ExSy)?)

Para demostrar el lema, consideramos el vector aleatorio

(X ( Xx V
W—<Y> con ZW_(VT Ey)'

Entonces,
EX -Y|P]=E[r(X -Y)(X-Y)] =TE[X -Y) (X -Y)]
=Tr(Bx + By -V -VT)

Por la descomposicién en matrices de rango 1, podemos ver que Xy = 22221 wiwiT donde

los w; son vectores de R". Escribiendo

w; = b,

con vectores a;, b; € R™ caracterizamos las matrices

2n 2n 2n
EX = Z aiaZT EY == Z blb;r V= Zazbf
=1 =1 =1
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El problema se reduce a encontrar vectores (a;, b;); para maximizar

2n 2n 2n
Tr(z aibiT + biaiT) sujetoa XY x = Z aiaiT Yy = Z binT
i=1 i=1 i=1
Los puntos criticos de este problema son los del problema con multiplicadores de Lagrange
siguiente,

2n 2n 2n
Te(> " abl +bial) + Te((O azal) « A) + Te((Y bidl) + 1)
=1 1=1 =1

para A, I" dos matrices libre simétricas. Las condiciones de criticalidad dan

bl =al A

i

a;; = b;-rl“

Lo que da en particular V =XxA y AXxA =Xy.

Si Yx es invertible, podemos tomar A = E)_(l/ QRZ)_(U ? con R simétrica de tal manera que
Yy = Z;/ QRQE;/ 2 y R? = E%QEyE;/Q. En una base de diagonalizacién de R? devalores
propios \; > 0, podemos diagonalizar también R asignando los valores propios £v/);. Pero

Tr(V) = Tr(2xA) = Tr(SYREFY?) = Tr(R)
Entonces la soluciéon al problema estd dado por £R = i(Ei(/zEyZ;(/Q)l/ 2 o finalmente

Tr(V) = Tr(2Y 20y 2i%) /2

1.3 Ejemplos de calculos de divergencia de Kullback-Leibler
Example 3. Si p(0) = p(1) = 1/2 y ¢(0) = 15, ¢(1) = L£*, entonces

1 1 € 1—ce€
KLl = ~yloet=) 5 KLl = 1ot~ &)+ Slog (1)

Para dos variables gaussianas,
Example 4. Si P~ N(NO? ZO) Y Q ~ N(iula Z1);

_ _ by
2KL(PYQ) = (5 50) + i — o) 7 — o)+ 1og (15} )
La divergencia KL forma parte de familias més grandes de divergencias usadas para
varias razones estadisticas.



f-divergencias De la misma manera que la divergencia KL, las f-divergencias no son
distancias.

Definition 2. Sea f : (0,400) — R conveza y tal que f(1) = 0. Para p,v € P(R") y tal

que p << v, definimos
dp
D =E, —
(ulv) p<w>]

En el caso discreto, podemos escribir

Dyt = Sty (42

reX
Exercice 2. o Si f(x) =xlogx, Dy(u||lv) = KL(u||v).
o Si f(z) = 5le — 1|, Dy(ullv) = drv (ullv).

o Si f(z) = (1= vx)% Ds(pllv) = X ex(V (@) — /v(z))? (distancia de Hellinger

cuandrada)

2 Distancias/Divergencias y acoplamientos

Aqui presentamos las interpretaciones en términos de acoplamientos de las distancias de
las secciones anteriores. Nos referiremos a acoplamiento de dos medidas u,v como la
distribucién 7 de una variable (X,Y) donde X ~puy Y ~ v.

2.1 Variacién total

Tenemos la interpretacion siguiente para la distancia en variacién total.

Proposition 3. Para dos medidas p1,v € P(R"), drv(p,v) = minP (X #Y') donde el min
se toma sobre los acoplamientos (X,Y) tal que X ~pu yY ~ v.

Proof. De nuevo sin perder en generalidad probamos el teorema en el caso discreto. Sea
p=1—dryv(p,v).

Sip=0, dry(u,) = 1y los soportes de p y v son disjuntos lo que implica directamente
P(X#Y)=1

Sip=1,drypuy) =0y p=v. Tomando X =Y ~ p, tenemos P (X #Y) = 0.

Si0 < p< 1, tomamos (U, V, W) tal que

1 1
UNEWAW Vi~ee——(p—pAv) W~ (v—pAv),

1—p 1—-p



y finalmente sea B ~ Ber(p) e independiente de las otras variables. Luego definimos

[ (U,U) siB=1
(X’Y)—{ (V.W) siB=0

de tal manera que X ~ pu, Y ~ v. Adicionalmente, supp(V') N supp(W) = @) entonces,
P(X£Y)=P(B=0)=1-p=drv(uv)
lo que demuestra la desigualdad >. Para la otra, uno nota que

L—dry(pv) =Y p@)Av(@) > > P(X =Y =z)=P(X =Y).
TEX TeEX

2.2 Kullback-Leibler

Presentamos un resultado que involucra un acoplamiento en su demostracién. Tiene que
ver con una propiedad de sub-gaussianidad de una variable aleatoria.
Si VA >0,
2
log E [GA(Z—JE[ZD] < W
- 2
decimos que Z es sub-gaussiana de constante v. En particular eso implica, V¢ > 0,

+2

P(Z-E[Z]>t)<e B

Theorem 1 (Ver Lemma 4.18 en [1]). Sea P una medida de probabilidad sobre R. Los
siguientes son equivalentes,

1. YA >0, logEp [e’\(Z—]EP[Z])] < %

2. VQ << P, y tal que KL(Q||P) < +o0,
Bq 7] - Er (7] < V20KL@QIP).

La demostraciéon de este teorema ofrece un acoplamiento entre las medidas Py @ del
segundo punto.
2.3 Distancia de Wasserstein

De manera natural, la distancia de Wasserstein define un acoplamiento éptimo (para la
distancia considerada) entre dos variables X ~ uy Y ~ v.



3 Relaciones e interpretaciones con estadistica

3.1 Dominacién en distancias

Las 3 distancias que consideramos tienen algunas relaciones entre ellas. En particular
tenemos

Proposition 4 (Pinsker). Sean P,Q € P(X) con Q << P.

drv(P,Q)* < SKL(P||Q)

| =

Proof. Si ‘;—g =fy A" ={x: f(z) > 1}, definimos Z = 1 4+ de tal manera que
drv(P,Q) = Q(A") — P(A") = Eq [Z2] — Ep [Z]
Pero como Z es acotada, el lema de Hoeffding dice

logE [ek(Z—E[ZD} < /;2

lo que implica el resultado por el teorema anterior. O

Si consideramos la distancia Lipschitz acotada

[ tan— [ sav

f(x) - f(y)] }

|z — |

dpr(p,v) = sup
IfllBr<1

con

If]lBL = max { [1flloc, sup
TFY
entonces tenemos
Proposition 5 (Ver [5]).
dBL(Ma V) < min{dTV(M7 V): Wl(ua V>}
Exercice 3. Usar la desigualdad de Hoélder para mostrar que para p < q,
Wp(:uv V) S Wq(ua V)

En general, las diferentes distancias son todas equivalentes baja condiciones de log-
concavidad de las medidas p,v. Mas informacién esta presente en [4].



3.2 Interpretacion en estadistica

Variacién total y optimal testing Queremos crear un test 7 : X — {0,1} para
distinguir entre las hipétesis

Hy: X ~ o

Hy: X~
minimizando el riesgo total

Ep = Pxep (T(X) = 1) + Px~yy (T(X) = 0)
entonces tenemos
Proposition 6. Sean p,v € P(X). Para todo test T,
ET Z 1-— dTV(M7V)

con igualdad para T* = 14+

Proof. (Caso discreto)
Sea R = {T(x) =1} y R* = A* entonces,

Er =Pxepy (T(X) =1) + Pxy, (T(X) =0)
=1+ po(R) — 1 (R)
=14 Y (o —p)@)+ Y (o — p)(z)

RNR* RNR*

=1- Z o — pa| () + Z 1o — pa|()
ROR RNR*

=1- |uo— ml(@) (Lrnrs — Lpge)
TeX

que se minimiza por R = R* y entonces Er =1 -3 == |po — p1|(z) = 1 —dry(p,v). O

Divergencia KL y testing/estimacién De nuevo si nos interesamos en

Hy: X~ fo
H1: XNfl

donde fy, f1 son densidades, entonces

KL(foll f1) = Eo [bg (}?E?iﬂ

Si Xi,..., X, son variables i.i.d. con X; ~ f(x|6p) y
F={xw f(z|f):0 O}

entonces bajo “buenas condiciones” sobre © o F tenemos,

Op' " — argmingeo K L(f(160)I1./(-16))



